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1. Mi a logika?

Tudomanyszociologiai értelemben a logika a matematika egyik aga
ES a filozofia egyik aga. (A vilag nagy egyetemein pl. matematika
és filozofia tanszékeken is szokas logikaval foglalkozni.)

Egy logika altalaban a kovetkezékbdl all:

e Formalis nyelv
o deduktiv (kovetkeztetési) rendszer

e modell-elméleti szemantika (mi mit jelent, mi mikor igaz vagy
hamis, stb.)

Ezek tipikusan matematikai fogalmak.

Filozofiai értelemben—azt szokds mondani—a logika a helyes
gondolkodas/kovetkeztetés tudomanya. A kovetkeztetés episzte-
mikus (a megismeréssel Osszefliggd) mentélis aktivitas. Milyen fi-
lozofiai relevanciaja van tehat a logika matematikai aspektusainak?
Szokasos valaszok:

e a logika a helyes gondolkodéas mélystruktiraja

e a természetes nyelvet, elégtelenségei miatt, egy formalizalt
nyelvvel és a formalizalt kovetkeztetési szabalyokkal kell he-
lyettesiteni



e a logika a természetes nyelv matematikai modellje

Az igazi kérdés tehat az, hogy

2. Mi teszi a logika kovetkeztetési sza-
balyait ,.helyessé”™?

Alapvetden az IGAZSAG-MEGORZO TULAJDONSAGA, vagyis,
hogy igaz premisszakbol igaz konkluziokra vezetnek.

Bar attételesen beépiil a racionalis gondolkodas és érvelés téarsa-
dalmilag/torténetileg kialakult normaiba, mindenekel6tt a nyelv
hasznalataval Osszefiiggé tarsadalmi normakba, s ezért ugy tiin-
het, hogy semmiféle tapasztalasra nincs sziikség egy kovetkeztetés
helyességének megitéléséhez, ez a tulajdonsag alapvetGen EMPIRI-
KUSAN tesztelhetd.

ha a premisszak igazak = a kovetkeztetések igazak

! !
vilag tényei vilag tényei
A logikai kovetkeztetés helyességének kérdése ott tiinik proble-
matikusnak, ahol ezt a legkevéshé varnank: A MATEMATIKABAN!

Mi teszi helyessé azt a kovetkeztetést, hogy

ha az Euklideszi axiomak igazak = igaz, hogy a® + b* = ¢

Honnan tudjuk ugyanis, hogy a? + b* = ¢? igaz?!
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3. Mi tesz egy matematikai Aallitast
igazza’?

3.1. Realizmus, platonizmus, intuicionizmus

A REALIZMUS szerint (pl. J. S. Mill) a matematikai dllitdsok akkor
igazak, ha megfelelnek a minket korilvevd fizikar valosagnak. Més
szoval, a matematika empirikus tudoméany: a matematikai allitasok
a fizikai vilag legaltalanosabb tulajdonsagait fejezik ki. E felfogas
fontos szerepet toltott be a matematika torténetében, manapsag
azonban senki sem gondolja komolyan, hiszen a matematika fogal-
mail nincsenek kozvetlen megfelelésben a valosag elemeivel, példaul
a végtelen fogalmanak semmi sem felel meg a kiils§ (a matematikan
kiviili) vilagban.

A MATEMATIKAI PLATONIZMUS a matematika klasszikus fo-
galmainak ondllo létezést tulajdonit, tiiggetleniil attol, gondoljuk-
e azokat vagy nem, s Ugy véli, a matematikai allitasok igazsagat
pusztan e fogalmak analizisével, logikai iton fedezhetjiik fel.

AZ INTUICIONISTAK tagadjak a matematikai objektumoknak
— az értelemszertien véges — konstrukciojuktol fiiggetlen létezését,
am helyette ,sajat isteniik” (Curry kifejezése!), az Intuicio létezeé-
sében hisznek, vagyis valami olyasmiben, ami az egyetemes emberi

'Haskell B. Curry: Outlines of a Formalist Philosophy of Mathematics, North-Holand,
Amsterdam 1951.



értelem szaméara a priori adott, garantalva ezzel a matematika ob-
jektivitasdat és haszndlhatosdgadt.

REALISTAK, PLATONISTAK ES INTUICIONISTAK mind hisz-
nek azonban abban, hogy a matematikai allitasoknak jelentésiik
van, s ha — a Hilbert-programot kévetve — formalizaljuk is a mate-
matika nyelvezetét, azt azért tessziik, hogy e jelentést precizebben
és tomorebben adhassuk vissza.

3.2. A MATEMATIKA FORMALISTA FELFOGASA

szerint az igazsag ezzel szemben az, hogy a matematikar objektu-
moknak nincs jelentése. A matematika a formalis rendszerek tudo-
manya: Jeleket definidlunk és szabdlyokat, melyek alapjan e jeleket
kombinalhatjuk. Ahogy Hilbert mondta ,A matematika egy jaték,
melyet a papirlapra irt, jelentés nélkiili szimbolumokkal jatszunk,
egyszerl szabalyok szerint.” | Pont, egyenes és sik helyett folyama-
tosan mondhatnank, asztalt, széket és soroskorsot” — mondta egy
masik alkalommal az euklideszi geometriara utalva.

A matematikanak semmi koze nincs a végtelen metafizikai fo-
galméhoz, és kozombos a térre, idére, valoszintiségre vagy a foly-
tonossagra vonatkozo intuicionkkal szemben. A matematika nem
produkal, és nem old meg Zénoén-paradoxonokat! . Leirhatok egy
jelet, mondjuk a-t, és elnevezhetem az egész szamok kardinalitasa-
nak. Aztan rogzithetem a ra vonatkozo manipulacios szabalyokat”,



mondja Dieudonné.? Az egész finitista probélkozas felesleges. Ha
a papirra azt irom 101010, ez éppugy csak egy jel, amellyel manipu-
lalhatok, mint barmelyik mas. A matematika jelenlegi gyakorlata
azt mutatja, hogy minél precizebben latjuk be valamely matemati-
kai allitas igazsagat, annal nyilvanvalobb, hogy 6t kizarolag az teszi
igazza, hogy levezethetd az rendszer axiomaibol a rendszerben érve-
nyes kovetkeztetési szabalyok segitségével — fliggetleniil attol, hogy
egyébként milyen filozofiai nézeteket vall egy matematikus. Jol jel-
lemzi a helyzetet Jean Dieudonné-nek, a francia Bourbaki csoport
egyik vezéralakjanak sokat idézett mondésa : ,In everyday life, we
speak as Platonists, treating the objects of our study as real things
that exist independently of human thought. If challenged on this,
however, we retreat to some sort of formalism, arguing that in fact
we are just pushing symbols around without making any meta-
physical claims. Most of all, however, we want to do mathematics
rather than argue about what it actually is. We're content to leave
that to the philosophers.”
Tehat,

1. A formalizmus lényege, hogy egy Aallitas bizonyitasa-
nak/levezetésének létezése nem mas, mint a szoéban forgo al-
litas igazsdgfeltétele.

2. Az axiomak sem azért ,igazak”, mert valamiféle referenciajuk

2Lasd Arend Heyting: Intuitionism: an Introduction, North-Holland, Amsterdam 1956.
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3.3.

van a valosagos (vagy valamiféle platoni) vildgra, hanem mert
(trivialisan) levezethetdk (tudniillik az axioméakbol), mas szo-
val definici6 szerint igazak.

. A matematikdaban az igazsag fogalma altalaban értelmetlen,

csak egy adott axiomarendszerre nézve értelmes (ahol az axio-
marendszerbe a kovetkeztetési szabalyokat is beleértjiik). An-
nak a kijelentésnek, hogy ,a haromszog szogeinek osszege 180
fok” az igazsagarol nincs értelme anélkiil beszélniink, hogy ne
specifikilnank, hogy melyik axiomarendszerben (tehéat melyik
geometridban) van értve.

A matematika torténete ebben a vonatkozasban nem egysé-
ges. A matematika realis interpretacioja példaul szinte kihalt
a nem-euklideszi geometriak megsziiletése utan. Korabbi ko-
rokban elfogadottnak tekintett bizonyitasokat ma nem tekin-
tiink elfogadhato, preciz formalis bizonyitasnak. Mint — kissé
sarkitva — Russell irja Boole Laws of Thought-ja (1854) volt
Laz elsé konyv, amelyet matematikarol irtak”.

Matematikal elmélet mint formalis rendszer

Altalaban tehat egy matematikai elmélet egy formalis nyelv, amely

szimbolumokat tartalmaz, szintaktikai szabélyokat arra nézve,

hogy ezekbdl a szimbolumokboél hogyan lehet dsszetettebb un. for-

mulakat és formula-sorozatokat elGallitani, és logikai szabalyokat,
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amelyek kovetkeztetési szabalyokat mondanak ki bizonyos formulak
Jatalakitasara”, egyikrél a masikra valo | attérésre”.

Példa (Paul Lorenzen)

Jelek: Olyan stringek, amelyek két betibdl allnak, a és b.

Axiomak:
a
L=<¢ XFXb (Rulel)
X FaXa (Rule 2)
Példaul,
Tétel: aababb
Bizonyitas:

a - ab F aaba F aabab + aababb
(H (2 (1) (1)

(lasd komputer program!)

3.4. Ha a matematika csak jelentés nélkiili szim-
bélumokbdl all, hogyan lehet, hogy alkal-
mazhat6 a valésagra?

E kérdés tévedésen nyugszik: a matematika nem ,alkalmazhato” a
valosagra. A fizikar elméletek, azok valoban referalnak a valosag
elemeire!
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Egy P fizikai elmélet — ideélis esetben — két komponenshdl all:
P =L+ S, ahol L egy formalis rendszer, melyben altalaban fel-
haszndlunk kordbban, a matematikaban és a logikaban konstruélt
formélis rendszereket, S pedig egy, a formélis rendszerbdl az empi-
rikus vilagha mutato szemantika. Példaul, bizonyos fizikai elmélet-
ben a tér-koordinataknak mint fizikai mennyiségeknek a leirasaban
az euklideszi geometria alkalmazva van. Ennek a ténynek azon-
ban semmi koze sincs az olyan matematikai allitasok igazsagahoz,
mint a® + b* = ¢ egy ilyen allitas egyszertien azért igaz, mert
levezethetd a szoban forgd rendszer axiémaibol.

Természetesen, érdekes filozofiai kérdés, hogy hogyan miikodik
az S szemantika. Ennek a kérdésnek azonban semmi koze sincs
a matematikai problémakhoz! Jol latszik ez, ha arra gondolunk,
hogy a fizikai tér(id6)re vonatkozo 0j kisérleti tény megvéltoztat-
hatja a fizikai elméletet, példaul az egész euklideszi geometriat egy
masikkal valtjuk fel — legaldbbis a relativitdselmélet torténetének
szokasos értelmezése szerint —, mig ez a valtozas teljesen érintetle-
niil hagyja magat az euklideszi geometriat.

A P fizikai elmélet egy A mondata két kiilonbo6z6 értelemben
lehet igaz:

[gazsagy: A egy tétele L-nek, vagyis levezethet6 L-ben (ami
egy matematikai igazsdg az L formalis rendszeren beliil, vagyis az
L formalis rendszerre vonatkozo tény).

[gazsagy: Az S szemantika szerint, A a vilag egy (az elmélet
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altal lefrt rendszerre vonatkozo) empirikus tényére referél.

Példaul, A ponttoltés elektrosztatikus tere i—?” mondat a
Maxwell-féle elektrodinamika egy tétele — levezethetjiik a Maxwell-
egyenletekbdl —, masfelsl, a Maxwell-elmélet szimbolumait az em-
pirikus vilaggal 6sszekotd szemantika szerint, a ponttoltésre vonat-
kozo tényt fejez ki.

Az elmélet célja, hogy e kétféle igazsagfogalom minél nagyobb
mértékben egybeessen. A két igazsagfogalom egybeesése azonban
empirikus kérdés: Az Igazsag, és az Igazsags egymastol teljesen
fiiggetlenek, abban az értelemben, hogy az egyikbdl nem kdvetke-
zik automatikusan a maéasik. S6t, tegyiik fel, hogy I' igazs mon-
datoknak egy halmaza, tovabba, hogy A levezetheté I'-bol az L
rendszerben. Nem teljesiil automatikusan (ha tetszik, a priori),
hogy A egy igazs mondat. Ez ugyanis egy empirikus kérdés. Ha
az, akkor ez a tény megerGsitheti az egész P = L + S fizikai el-
méletet, beleértve az L-beli kovetkeztetési szabéalyok P-ben vald
alkalmazhatosagat is. Tehat, 1) a logika szabélyait éppugy mi ta-
laljuk ki, mint a matematika mas részeit, 2) a logika szabalyainak
alkalmazhatosaga a vilag leirasara szolgalod elméletekben, egy em-
pirikus kérdés, amely 3) elvilaszthatatlan a fizikai elmélet tobbi
részének empirikus konfirmaciojatol. Kovetkezésképpen az az alli-
tas, hogy a ,logika a helyes kovetkeztetés tudomanya’ egyszertien
értelmetlen.
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4. Meta-matematika

A meta-matematika a matematikarol, illetve a matematika egy el-
méletérdl szold elmélet. Minthogy egy matematikai elmélet nem
sz0l semmirél, a benne szereplé szimbolumoknak nincs abban az
értelemben jelentése, hogy referalnanak valamire a valésagban, igy
a meta-matematikai elmélet nem lehet matematikai elmélet. A
meta-matematikai elmélet valojaban egy fizikai elmélet (abban az
altalanos értelemben, ahogyan azt definialtuk):

Meta-matematikai Targy-elmélet,
elmélet pl. aritmetika
S
(M, S) = L

Tehat egy meta-matematikai elmélete az L formalis rendszernek
azt jelenti (azt kelllene| jelentenie), hogy adott egy masik forma-
lis rendszer M és egy szemantika S, ami M-et és L-et 0sszekoti.
Példaul olyan mondatokat tudunk mondani M-ben, mint ,az A
formula L-ben nem bizonyithatd”, amely az L egy tulajdonsagat
hivatott allitani. Jeloljiik az egyszertiség kedvéért ezt a mondatot
nb(A)-val. Az ilyen és hasonlé mondatoknak van egy Igazsags ér-
telemben vett igazsdga az (M, S)-ben. Vagyis egy M-beli formula
akkor igazd!, ha az S szemantika értelmében 6 egy olyan 4llitas L-
r6l, amely tényszertien fennall L-re. Példaul, nb(A) akkor igaz)!,
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ha nem létezik A-nak bizonyitasa L-ben, mas szoval, ha nem igaz,
hogy A igazt.

Azonban, mint minden mds fizikai elmélet esetében Igazsag)!
semmibdl nem vezethetd le. Még egyszer, ugyanigy, ahogyan
semmibdl nem lehet pl. levezetni, hogy a Maxwell-egyenletek
Coulomb-mez& megoldasa valoban azonos a ponttoltés koriili me-
zével. Mert ez empirikus kérdés. Ezt majd szemel6t kell tartanunk
az olyan tételek értékelésekor, mint a Turing-gépek megallasi prob-
lémaja, vagy a Godel nem-teljességi tétel.

5. Els6rendi formalis nyelv
5.1. Abécéje
e individuum valtozok halmaza: x1, x9, 3, ...
e individuum konstansok (esetleg nincs): ay, as, as, . . .
o fliggvény-jelek (esetleg nincs): f7
e cgy- vagy tobbvaltozos predikatum-jelek (esetleg nincs): P

e két logikai konnektiv: = (nem) — (ha...akkor, implikalja)

e cgy kvantifikdtor: V (minden, univerzalis kvantor)
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e mellékszimbolumok: (; , és ) (a bal zardjel, a vessz és a jobb
zéarojel)

Megjegyzés

e A nem (negacio)”,  ha...akkor (implikici6)”, valamint ,min-
den” szavak csupén a szimbolumok elnevezései (matematikai
terminusai), nem szabad e szimbolumokra gy gondolni mint
amiknek ilyen jelentése van. Ezzel szemben a ,halmaz’ sz6
nem halmazelméleti terminusként van hasznélva (hiszen még
nincs halmazeléletiink!), hanem abban a hétkéznapi értelem-
ben mint szimbélumoknak a sokasiga. Eppen ezért, ezen a
ponton, keriiljiik az olyan allitdsokat, mint hogy ,megszam-
lalhatoan végtelen individuum valtozénk van”, stb.

e Elsérendd” arra utal, hogy van benne kvantifikilas (nem nul-
ladrendi) viszont csak individuum véltozokra vonatkoznak
(nincsenek predikatum valtozok és azokra torténd kvantifiké-
las, sth.)

e A fiiggvény-jelekre nem szabad itt tgy gondolnunk, mint (a
naiv halmazelméletben, mas széval, korabbi tanulméanyaik-
ban megszokott) ,fliggvényre”, vagyis ,hozzarendelésre”. Csak
egy jel, egy szintaktikai egység, melynek segitségével lehet
olyat irni, hogy f" (t1,ta,...t,).

16



5.2. Terminus (term)

A terminus fogalméat a kovetkezd definicioval adjuk meg:

1. az individuum valtozok és az individuum konstansok termi-
nusok.

2. Ha f" egy fliggvény-jel, és ti,to,...t, terminusok, akkor
f"(t1,to, ... t,) is terminus.

3. Mas nincs.

5.3. Helyesen képzett formula (well-formed for-
mula, wf)

(a) Ha t1,to, .. .t, terminusok, akkor P" (t1,t,...t,) egy wi. (Az
ilyet atomi formuléanak hivjuk.)
(b) Ha ¢, v tetszéleges két wi, akkor (¢ — 1)) is és =) is az.
(¢) Ha x egy individuum valtozo és ¢ egy wi, akkor V¢ is wi.
(d) Més nincs.
Roviditések
A kovetkezd roviditéseket definialjuk:
¢ V1 (vagy) arra, hogy (—¢ — ¢)
6 A (és) arra, hogy (¢ — )
¢ — 1 (akkor és csak akkor) arra, hogy (¢ — ) A (¢ — @)
dr¢ (létezik, egzisztencialis kvantor) arra, hogy — (Vx—¢)
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Megjegyzés

A vagy (diszjunkcio)”, és (konjunkcio)”, stb. elnevezések is
csupan matematikal szakkifejezések. Nem kell hozzajuk a hétkoz-
napi nyelvhasznalat szerinti jelentést tarsitanunk.

HF

Mutassuk meg, hogy a {—, —} konnektivek helyett hasznalhat-
nank a {—, A} vagy {—,V} péarokat is a rendszer definicidjaban!
Hogy pl. ¢ A ¢ értelmezhets gy mint — (—¢ V 1)) roviditése
(magét a formulat De Morgan-azonossagnak hivjuk), etc. Hason-
loképpen, V helyett kezdhettiik volna 3-kel.

Kotott és szabad valtozo

Egy valtozot kotott valtozonak neveziink, ha egy kvantifikator
vonatkozik ra. Egyébként szabad vdltozonak nevezziik.

Példaul:

o A JxP(x,y) formulaban (roviden formulanak fogjuk nevezni
a wi-t) x kétszer kotott valtozoként van jelen, y szabad.

o AVaVy(P(x,y) — Q(y)) formuldban x és y minden el&for-
dulasa kotott. A Va kvantifikilas hatokore a Vy(P(x,y) —
Q(y)) részformula. A Vy hatokore a P(x,y) — Q(y) részfor-
mula.

o AV (P(x,y) — VyQ(y)) formuldban az x kétszer kotott, az
y egyszer szabad és két helyen kotott.
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Egy ¢ formulaban a t terminus szabad az x vdltozora nézve, ha
x-nek nincsen ¢-ben olyan szabad el6fodulésa, amely beleesik va-
lamely t-ben el6fordulé y valtozora vonatkozo Vy kvantifikacié ha-
tokorébe. Mas szoval, t terminust biintetleniil behelyettesithetjiik
minden ¢-beli szabad el6fordulasaba, anélkiil hogy Osszetiitkozésbe
kertilnénk a ¢-ben elgforduld kvantifikiciokkal (ellenkezs esetben
ugyanis erdésen megvaltoztatnéd a formula | értelmét”). Tekintsiik a

VP (z,y) — V2Q (2,y)

formulat. Ebben a formulaban példaul az f2(z,v) terminus nem
szabad y valtozora nézve. Azért nem, mert y-nak van szabad el6-
fordulasa egy Va kvantifikacio hatokorében, mikozben f2(z, v)-ben
elsfordul o (tehat ha f2(z, v)-t behelyettesitenénk y helyére, azzal
egy Ujabb z-et hoznénk be a kvantifikicio ald) . Ezzel szemben
példaul ¢*(y, z) szabad z-re nézve, vagy y szabad z-re nézve.

Mondat

Egy formulat mondatnak (vagy zdrt formulanak) neveziink, ha
nem tartalmaz szabad valtozot.

Prenex formatum

Egy formulat prenex formdtuminak mondunk, ha a kovetkezd
alaku:

(Kl.Il) (KQQ?Q) ce (Knxn) ¢
ahol minden K; vagy V vagy 3, ¢ pedig egy olyan formula, amely-

ben nincs kvantifikicio. (Az olyan formulat, amelyben egyéltalan
nincs kvantifikilas prenex formatuminak tekintjiik.)
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6. A predikatum kalkulus (PC)

6.1. A PC axiémai és a kovetkeztetési szabalyok

A PC egy, a fenti értelemben vett formalis nyelv +

Axiémék (Axioma sémak)

A kovetkezdkben, ¢, v, x formuldk, x,y, y1, v, ... yp, ... Valto-
70k, és jelolje ¢(y) az a formulat, melyet gy kapunk, hogy a ¢(z)
formuldban az x valtozot, annak minden szabad elfordulésa ese-
tében y-nal helyettesitjiik.

(PC1) (¢ = (¢ — )

(PC2) (¢ — (1 — X)) = (6 = %) = (6 — X))

(PC3) (¢ — —¢p) — (¥ — ¢))

(PC4) (Vz (¢p — ¢) — (¢ — Va)) ha x nem fordul el
szabadon ¢-ben.

(PC5) (Vx¢p — ¢)  ha z nem fordul el§ szabadon ¢-ben.

(PC6) (Vxp(x) — ¢(1)) feltéve, hogy a t terminus szabad
x-re nézve ¢(x)-ben.

Kovetkeztetési szabalyok

(MP) ¢-bdl és (¢ — 1))-bdl kovetkezik ¢ (Modus Ponens)

(G) ¢-bdl kovetkezik Vag  (Generalizacio)

Megjegyzés

o Az axiomak tehat egyszertien a nyelv kivalasztott formuléi.
(,Alapigazsagok”, sth. csak verbalis dekoracio).
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e Egy formalis nyelv + néhany axioma + a kovetkeztetési sza-
balyok egyiittesét altalaban formdlis rendszernek hivjuk.

PC egy tétele

Ha a PC egy ¢ formulaja véges szamu 1épésben levezethetd az
axiomakbol a kovetkeztetési szabalyok alkalmazasaval, akkor a ¢-t
tételnek nevezziik és azt irjuk, hogy - ¢.

Bizonyitas

Egy bizonyitds formulaknak egy (véges) sorozata, ugy, hogy
mindegyik formula vagy axiéoma, vagy a sorozatban szereplé ko-
rabbi formulabol van levezetve a kovetkeztetési szabalyok valame-
lyikének alkalmazasaval. A sorozat utolsé formulaja nyilvanvaldan
egy tétel. (Tulajdonképpen a sorozat minden formuldja egy tétel).

DN 0

Gyakran extra axiomakat adunk a rendszerhez és a bd&vebb
rendszerben konstrualunk bizonyitasokat. Ha X ilyen extra axio-
mak halmaza, akkor azt irjuk, hogy X F ¢, ha ¢ levezethet§ abban
a bdvebb rendszerben, melyet tgy kapunk, hogy a X-ba tartozo
formulakat mint axiomakat hozzéadjuk az eredeti PC axiémakhoz.

PC egy kiterjesztése

Azt a formaélis rendszert, melyet PC-bél tigy nyeriink, hogy a
PC axiomait egy ¥ formula halmazzal bévitjik, PC PC(X) kiter-
jesztésének nevezziik.

Konzisztencia

Formuldk egy > halmazarol azt mondjuk, hogy konzisztens, ha
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nem létezik olyan ¢ formula, melyre egyszerre fennallna, hogy >
@ s X .

Bizonyitottan ekvivalens formulak

Két ¢ és 1 formula bizonyitottan ekvivalens, ha = (¢ < ).
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Kis kitér6: Kijelentéskalkulus

Alphabet of symbols:

N? D7 (7 )7p7 Q7 T? etC
Well-formed formulas:

1. p,q,r, etc. are wis.
2. If A, B are wfs. then (~ A), (A D B), are wfs.

3. All wis. are generated by 1. and 2.

Axiom schemes:
(SC1) AD (BDA)
(SC2) (AD(BDC)D((ADB)D(ADC()))
(5C3) (((~ A) D (~ B) > (B> A))
Modus Ponens:
(MP) A and (A D B) implies B

A kijelentéskalkulus konzisztenciajanak ,bi-
zonyitasa”

Definition:
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A coloring of SC is a function v whose domain is the set of
wfs. of SC and whose range is the set {red, blue} such that, for
any wfs. A, B of SC,

() v(4) # v~ A)
(ii) v(A D B) = blue if and only if v(A) = red and v(B) = blue
Definition:

A wfs. A is stably red if for every coloring v, v(A) = red.
Proposition 1:

For every formula A, if A is a theorem of SC then A is stably

red.

Proof:

Let A be a theorem. The proof is by induction on the number
n of wis. of SC in a sequence of wis. which constitutes a proof of
A in SC.

n =1 Ais an axiom. One can easily verify that every axiom of
SC is stably red.

n > 1 Induction hypothesis: all theorems of SC which have
proofs in fewer than n steps are stably red.
Assume that the proof of A contains n wfs. Now, either A is an
axiom, in which case it is stably red, or A follows by (MP) from
previous wfs. in the proof. These two wis. must have the form B
and (B D A). But, since B and (B D A) are stably red, it follows
from (ii) that A is stably red.

Proposition 2:

SC is consistent.
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Proof:

As is known (nemsokara be fogjuk bizonyitani!), one can easily
proof that if both X and ~ X are theorems in SC then arbitrary
formula is a theorem. Consequently, if there exists at least one
formula in SC which is not a theorem, then SC is consistent. By
virtue of Proposition 1 one has to show that there is a formula Y in
SC which is not stably red, that is, there is a coloring v such that
v(Y) = blue. Let Y be ~ p D ¢. Taking into account (i) and (ii),
v(Y') is determined by v(p) and v(q). Since v(Y') = blue whenever
v(p) = blue and v(q) = blue, Y cannot be a theorem of SC.

Formalis (kétértékii) értékelés (szemantika)

[gazsagérték

[gazsagérték egy olyan fiiggvény, amelynek értelmezési tar-
tomanya a SC formalinak halmaza, értékkészlete pedig az
{Igaz, Hamis} halmaz, és az alabbi tulajdonsagokat elégiti ki:
A PC tetsz6leges két A, B formuléjara

(1) v(A) # v(~ A)

(ii) v(A D B) = Hamis akkor és csak akkor ha v(A) = Igaz
és v(B) = Hamis

Taulologia

Az A formuldt tautologianak nevezziik, ha tetszéleges v igaz-
sagértékfiiggvényre teljesiil, hogy v(A) = Igaz.

A fenti tételekbdl kovetkezik, hogy az SC minden axidomaja ta-
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utologia, és SC minden tétele tautologia.
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6.2. Elemi tételek
1. Tétel. Tetszdleges ¢ formuldra ¢ — ¢.

Bizonyitds
— ((¢ = ¢) — ¢) [(PCL)-bdl|

2.(0—=((¢—=¢)—=0¢) — (06—=(0—9) — (6—9)
|(PC2)-bd]]

3 (6= (6= ) — (6 — ) [ & 2. alapjan (MP)-bsl
4. ¢ — (6 — &) [(PC1)-bd]]
5. ¢ — ¢ [4. és 3. alapjan (MP)-vel|

2. Tétel (Szintaktikai kompaktsag). Legyen > formuldk egy
halmaza. X = ¢, akkor és csak akkor, ha > wvalamely véges '
részére Y F o.

Bizonyitds
A tétel trividlis kovetkezménye annak a ténynek, hogy minden
bizonyitas formulak egy wvéges sorozata.

3. Tétel. Ha a X formulahalmaz inkonzisztens (nem konzisztens),
akkor tetszoleges formula levezethetd beldle, tehdt X F ¢ minden

o-re.
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Bizonyitds

Feltevésiink szerint tehat van olyan v formula, hogy > F 1 és
ezzel egylitt X —). Legyen ¢ tetszdleges. Most megadjuk ¢ egy
levezetését Y-bol:

(1) ﬂw |feltétel|
2) ~ = (~6— —)  [(PCL)
Db 1 @), (P
(4) (—¢ — ﬂm (¥ — ¢) [(PC3)]
G)v—o  [(3) (1), MP)
(6) ¥ [feltétel]
(7)o 1(5), (6), (MP)]

4. Tétel (Dedukciotétel). ¥ U {¢} F ¢, és ¢ levezetése nem
tartalmazza (G) alkalmazdsdt olyan x vdltozdra nézve, amelyik sza-

badon fordul eld ¢-ben, akkor X F ¢ — .

Bizonyitds
Ha X U {¢} F 1, akkor létezik olyan

X1, X2y -+ Xky---Xn

formulasorozat, amelyik 1 bizonyitasa. Teljes indukciéval megmu-
tatjuk, hogy a tétel a bizonyitasban szereplé minden y; formulara
igaz, tehat igaz y,-re (azaz 1-re) is.

Tekintsik yq-et. x; vagy logikai axioma, vagy eleme X-nak,
vagy azonos ¢-vel. Az elsg két esetben (PC1)-bdl és (MP)-bal
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kapjuk, hogy > F ¢ — x1. Ha x1 azonos ¢-vel, akkor az 1. tételbdl
trivialisan kovetkezik. Ezzel belattuk, hogy a tétel igaz yi-re.
(Indukcios feltevés) Allitdsunk igaz minden y;-re, ha i < k.
Ennek alapjan megmutatjuk, hogy igaz yj-ra. Harom lehet&ség
van:

1. xx logikai axioma, vagy eleme > U {¢}-nek. Ekkor ugyanigy
bizonyitunk, mint a y; esetében.

2. xx-t az (MP) alkalmazasaval kaptuk valamely korabbi x; és
x; — X formulak alapjan. Ekkor a kovetkezSképpen bizo-
nyitunk:
¢ — x; |(Indukeios feltevés)|
» — (xi — xx) |(Indukcios feltevés)]

(¢ — (xi = xr) = (0 = xi) = (¢ — x&)) [(PC2)-bo]]
(¢ — xi) — (¢ — xz) [(MP)-bd]]
¢ — Xk [(MP)—bél]

3. xx-t az (G) alkalmazésaval kaptuk valamely korabbi y;-bdl
valamely y valtozora vett generalizacioval. Mivel a levezetés
nem tartalmazza (G) alkalmazasat olyan x valtozora nézve,
amelyik szabadon fordul el6 ¢-ben, y nem jelenthet meg ¢-
ben szabad valtozoként, hiszen a generalizacioban alkalmaz-
tuk. Tehéat

¢ — xi|(Indukcios feltevés)]
Yy (¢ — xi) [(G)-bdl|
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Yy (¢ — xi) — (¢ — Yyxi) [(PC4)-bal]
¢ — Vyxi [(MP)-bdl]

¢ — Xk
Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
5. Tétel. Ha X U{¢} F Y és ¢ zdrt, akkor X+ ¢ — ).

A dedukciotétel alkalmazéasaval tovabbi fontos és gyakran hasz-
nalhato tételeket bizonyitunk.

6. Tétel (Hipotetikus Szillogizmus (HS)). Tetszdleges ¢,
és x esetén: {¢ — P, — x}Fd— x

Bizonyitds

(1) ¢ —
(2) P —
(3) ¢ |feltevés|
(4 v (1), (3), MP]|
(®) x  1(2), (4), MP|
Bebizonyitottuk tehat, hogy {¢ — ¥, ¥ — x, ¢} F x. Végiil,
a dedukciotétel alkalmazasaval kapjuk, hogy {¢ — 1,9 — x} F

b — X

Y |feltevés]
x  |feltevés]

7. Tétel. Tetszdleges ¢-re és -re; —hp — (P — @)
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Bizonyitds

(1) = = (=¢ — =) |(PCL)]
(2) (=¢ = ) = (¥ —¢)  |(PC3)]
(3) 7 = (b —¢) [(1), (2), (HS)-tétel]

8. Tétel. Tetszdleges p-re: (= — @) — ¢

Bizonyitds
El6szor azt fogjuk megmutatni, hogy {—¢ — ¢} - ¢:
(1) ﬂgb ¢ |feltevés]
(2) =9 — (= (=9 — ¢) — =) [(PC1)]
(3) (ﬂﬁ (=9 — @) = =¢) = (¢ — = (= — ¢)) [(PC3)]
(4) = — (¢ — = (= — @) [(2), (3), (HS)]
(5) ( = (¢ = = (m¢ — ¢)))
— (79— ¢) = (¢ = = (=0 — ¢)))  [(PC2)]
(6) (¢ — @) = (=0 — = (m¢g — @) [(4), (5), (MP)]
(7> _'qb — (—@ gb) [(1)7(6)7 (MP>]
(8) (¢ = (=9 = ¢)) = ((mp — ¢) = @) |(PC3)]
9) (= — @) — ¢ [(7), (8), (MP)]
(10) ¢ [(1), (9), (MP)]
|

nnen a tétel allitasa a dedukciotétellel azonnal adodik.

9. Tétel. Tetszdleges p-re: ——¢ — @
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Bizonyitds
Elgszor azt fogjuk megmutatni, hogy {——¢} - ¢:
) == |felteveés|

2) 7m¢ — (m¢p — —=¢p)  [(PC1)]
3) ¢ — —=¢ (1), (2), (MP)]
1) (ﬁcb — ﬁﬂ@b) (m¢ — ) [(PC3)]
5) —¢ (3), (4), (MP)]

(6) ¢ [(5), 8. Tétel, (MP)]

Innen a tétel allitasa a dedukciotétellel azonnal kovetkezik.
Ezt felhasznalva, adodik a forditott iranyu tétel:

(1
(
(
(
(

10. Tétel. Tetszoleges ¢p-re: ¢ — =

Bizonyitds

(1) ===¢p — =@ |9. Tétel|

(2) (=¢ = =¢) = ¢ — ¢ |(PC3)]
(3) ¢ — —=¢  [(1), (2), (MP)]

A 9. és 10. Tételeket szamos tovabbi tétel levezetésénél hasz-
nalhatjuk.
11. Tétel. Tetszdleges ¢p-re és p-re: (¢ — ) — (—h — —¢).
Bizonyitds
(1) ¢ = [feltétel]
(2) == — ¢ 9. Tétel|
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(3) ¢ — ¢ (1), (2), (HS)]

(4) ¢ — —|—|¢ [10 Tétel]

(5) ==¢ — == [(3), (4), (HS)]

(6) (m=¢ — ——p) — (= — —¢)  [(PC3)]
(7) ¢ — =9 |(5), (6), (MP)]

Végiil a dedukciotételt alkalmazzuk.

12. Tétel. Tetszdleges p-re és p-re: {¢dp — P, ¢ — Y} F =g

Bizonyitds

) — 1 |feltétel]

) ¢ — Y [feltétel]

) (0 =) = (- — =) [(PC3)]

) = — = [(1), (3), (MP)]

) o — ¢ [(2), (4), (HS)]

) (¢ — —¢) — (==¢ — —¢)  [11. Tétel|
) ==¢ — =¢ [(5), (6), (MP)]

) (ﬁ—@b — —|q§) — T [8. Tétel]

)= [(7), (8), (MP)]

13. Tétel (Indirekt bizonyitas). Legyen X formuldk egy hal-
maza €s leqyen @ tetszdleges formula. > & ¢ akkor és csak akkor,
ha a XU {—¢} inkonzisztens.

Bizonyitds
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Ha 3 F ¢, akkor ¥ U {=¢} F ¢. Méasrészt X U {—¢} F -,
tehat ¥ U {—¢} valoban inkonzisztens.

Forditva, ha ¥ U {—¢} inkonzisztens, akkor van olyan 1, hogy
YU{-¢} F ¢ és XU {-¢} F —p. Tehat, a 4. tétel miatt X
—¢ — 1. (Mivel ha XU {—¢} inkonzisztens, 1 mindig vélaszthato
olyannak, hogy a dedukcio-tétel feltételei teljesiiljenek.) Hasonloan
kapjuk, hogy > —=¢ — —p. Alkalmazva a 12. Tételt, X - ==,
majd a 9. Tétel felhasznalasaval X = ¢.

14. Tétel. Teqgyiik fel, hogy X = ¢ és X ). Ekkor X = ¢ AN.

Bizonyitds

A 13. tételt fogjuk alkalmazni, vagyis belatjuk, hogy a > U
{= (¢ A )} inkonzisztens. Emlékezziink, ¢ A1) annak a réviditése,
hogy = (¢ — —p). Tehat azt kell belatnunk, hogy X U {¢p — —p}
inkonzisztens, ami trivialisan igaz, hiszen ¢ — — MP-vel azon-
nal maga utan vonja, hogy ¥ U {= (¢ A )} F =, ugyanakkor a
feltevésiinkbdl kivetkezGen X U {—=(p A )} F 9.

Hasonloan trivialis, hogy
15. Tétel. Ha X+ ¢ vagy X = v, akkor X = ¢V .

16. Tétel. Legyen x szabad vdltozé a ¢(x) formuldban. Legyen
tovdbbd y eqy olyan vdltozo, amelyik nem fordul eld ¢(x)-ben, sem
kotott, sem szabad formdban. Ekkor

= Vrg(x) < Vyo(y)
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Bizonyitds
1. Vzo(x)

2. Veg(x) — oy)  [(PCO)]
3. ¢(y)  [(MP)]
4. Vyoly)  |(G)]

Vagyis belattuk, hogy Vzo(z) F Vyp(y). A dedukcio-tétel alkal-

mazasaval tehat
=Vap(z) — Yyo(y)

Teljesen hasonl6 moédon bizonyitjuk a forditott iranyt is.

17. Tétel. Tetszileges formuldhoz létexik vele bizonyithatoan ek-
vwalens prenex alakd formula.

7. Interpretacid

7.1. Egy nem teljesen helyénval6 el6zetes példa

Tekintsiik a kovetkezd mondatokat a PC-ben:
(01) Vavy (P (z,y) — P (z,y))
(02) (P (Iay) A P(yvz)) — P(iU,Z)
(03) Vy3z P (7,y)
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e Ha tgy interpretaljuk a P(x,y) két valtozos predikatumot,
mint a valaha élt emberek halmazaban (Sic/) értelmezett | x
Gse y-nak’ relaciot, akkor nyilvanvaloan mindhdrom mondat
1gaz.

e Ha tgy interpretaljuk P(x,y)-et, hogy az a > relacio a ter-
mészetes szamok N halmazan, akkor ezek a mondatok mind
igazak.

e Ha tgy interpretaljuk P(x,y)-et, hogy az a < relaci6 az egész
szamok Z halmazan, akkor ezek a mondatok mind igazak.

e Ha gy interpretaljuk P(x,y)-et, hogy az a < relacio a termé-
szetes szamok N halmazan, akkor a (o7) és (09) a mondatok
igazak, de a (o3) hamis.

Sokan interpretacidé’ alatt a fenti példahoz hasonloan azt értik,
hogy a formalis rendszer elemeinek a fizikai vilag (a platonizmus és
intuicionizmus szerint a platoni illetve mentéalis vilag) olyan elemeit
feleltetjiik meg, melyek valamilyen intuitiv értelemben kielégitik a
szoban forgd formélis rendszer axiomait. A matematikai logiaban
interpretacio alatt mast értiink.

7.2. Interpretacio és modell

Interpretacio
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Egy PC-ben értelmezett formalis rendszer interpretacioja egy
A= (U R R, ... f{" 37 .0)
struktura, ahol

e U egy nem iires halmaz, melyet az interpretacié univerzuma-
nak fogunk nevezni.

e R R ... az U-n értelmezett ny, ng, ... argumentumos re-
laciok, melyeket a formélis rendszer ny, no, . . . argumentumos
P, P)?, ... predikdtumainak feleltetiink meg.

o fI %, ... olyan UxUx...xU — U,

mi

UxUx...xU — U, sth. tipustu fiiggvények, melyek a

m2
forméalis rendszerben el6fordulé mq, mo,... argumentumos

fiigvényjeleket reprezentaljak.

Szereposztas (értékelés)

A formalis rendszerben el6fordulo 1, to, . . . individum valtozok-
hoz és individum konstansokhoz rendre hozzarendeljik U-nak va-
lamelyik elemét. (To6bb valtozohoz is rendelhetjiik ugyanazt az
elemét U-nak.) Egy ilyen szereposztast roviden a kovetkezSképpen
fogunk jelolni: [uq, us, . . .|

Teljesités
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Most definialjuk egy ¢ formula teljesiilését az A interpretacio-
ban egy adott [u1, us, us, . ..] szereposztas mellett. Ezt ugy fogjuk
jelolni, hogy

A E ¢ luy,ug,us, .. |

Felhasznalva, hogy a nyelv helyesen képzett formuléit hogyan
épitjiik fel (lasd a 5.3. bekezdést), a definiciot a kivetkezs modon
adjuk meg:

1. A E P (ty,to,...t,) [ur, us, ug, .. .| akkor és csak akkor, ha
az |[u1,us,us, ... szereposztasnak megfelelGen a t1,ts, ...,
terminusoknak megfeleltetett w; , uy,, . .. uy, elemekre fennall
a P predikdtumnak megfeleld R} relacio, tehat

R? (utv Uty - - 'utn) (1)

Ertelemszertien azt is megengedjiik (6sszhangban a terminus
tehat pl. legyen t; a f2 (21, x2) kifejezés. Ekkor az adott sze-
reposztashan az xq és xo valtozokat az univerzum valamely
Uy, €8 Uy, eleme reprezentdlja. Az f* 2-argumentumos fiigg-
vényjelet pedig valamilyen ]7: U x U — U fiiggvény. Ekkor
az (1) relacioban az wu;, helyére az f(uxl, Uy, ) kifejezést, azaz
az ffiiggvénynek az Uy, , Uy, helyen felvett értéket irjuk.

2. A E —¢luy, us, us,...] akkor és csak akkor, ha nem igaz,
hogy A | ¢ [uy, us, us, . . .|.
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3. A E ¢ — 9lug,ug,us,...| akkor és csak akkor, ha vagy
A ): _|¢ [u17u27u37 . ] vagy "4 ): w [u17u27 usz, . . ]

4. A EVyp (x1,x9, ... T, y) UL, us, . . . uy,] akkor és csak akkor,
ha minden [uy, us, . . . uy,, w] értékelésre (ahol uy, us, . .. uy, fix)

A ): gb[ul,UQ,...un,w].

Ezzel egy formula teljestilésének fogalmat konstruktive megadtuk.
[gaz A-ban
Ha egy A = ¢ [ug, ug, us,...] minden [uy, ug, us, ...| értékelés
(szereposztés) esetén, akkor azt mondjuk, hogy ¢ formula igaz A-
ban, ¢és azt irjuk, hogy A E ¢. Ha ¢ mondat, azaz nem tar-
talmaz szabad valtozot, akkor A = ¢ minden olyan esetben ha

A E ¢lu,ug, us,...] tetsz6leges [ui, ug, us, ... értékelés esetén
(w1, uo, us, . . .]-nek nincs jelentGsége).

Univerzalisan igaz

Ha tetszéleges A interpretaciora A | ¢, akkor azt mondjuk,
hogy ¢ univerzdlisan igaz, és ezt ugy jeloljiik, hogy = ¢.

Példa

Legyen A = (W, A), ahol W a valaha élt emberek halmaza,
és A az Gse” relacio. Vegyiik pl. a dzP(z,y) formulat. A =
JzP(z,y) [v] akkor és csak akkor, ha létezik olyan w ember, hogy
A E P(x,y)[w,v]. Ez akkor és csak akkor all fenn, ha A(w,v).
De ez tetszdleges v esetén igaz, hogy tudniillik van olyan w, akire
A(w,v). Tehat A = JxP(z,y) [v] minden lehetséges v-re, ezért
A E JxP(x,y), azaz JzP(x,y) igaz A-ban.

39



Ezzel szemben, nyilvan N ¥ JxP(z,y), ahol N = (N, <).

18. Tétel. A PC aziomai univerzdlisan igazak.

Bizonyitds

pl. (PC6)-ra: Tegyiik fel hogy hogy valamilyen A interpre-
tacioban a valtozok valamilyen |uy, us,us,...] értékelése esetén,
(PC6) nem igaz. FEz akkor és csak akkor lehetséges, ha A |
Vao(x) [uy, ug, ug, . . .] ugyanakkor A ¥ ¢(y) [uy, ug, us, ...]. De ez

ellentmondas, hiszen ha az y valtoz6 az értékelésben valamely w;-
nek felel meg, az el6z6 formula éppen azt allitja, hogy a ¢ relacio
fennall minden lehetséges u; mellett.

HF

Bizonyitsuk be a tételt a tobbi axiéomara is.

Egy formulahalmaz modellje

Legyen X formuldk egy halmaza PC-ben, és legyen az A in-
terpretacio olyan, hogy A = ¢ minden ¢ € ¥ esetén. Ekkor azt
mondjuk, hogy A a ¥ egy modellje.

19. Tétel. Legyen A egy tetszdleges interpreticio. Ha A = ¢ és
AE ¢ — ), akkor A E Y

Bizonyitds
Legyen |ui,u,us,...| tetszGleges értékelés. A E
¢[U1,U2,U3,...] és A ): (gb—>¢) [ul,u2,u3,...]. A tel-

jestilés  (implikaciora vonatkozo) definiciojanal fogva:  vagy
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A E ¢ |uy, ug,us, ..., ami feltevésiink szerint lehetetlen, vagy
A = Yluy,ug,us, . ..]. Mivel ez tetszGleges értékelésre igaz, a
tételt bebizonyitottuk.

20. Tétel. Legyen A egy tetszdleges interpreticio. A = ¢ akkor
és csak akkor, ha A = Vxo.

Bizonyitds
Tegyiik fel, hogy A | ¢. Ekkor A | ¢ [uy, us, us, . . .| tetszdle-
ges |uq, ug, us, . . .| értékelésre, tehat A = ¢ |uq, ..., u;, . ..] minden

olyan értékelésre is, ahol az x valtozonak megfelels u; elemet valtoz-
tatjuk csak, a tobbit fixen tartjuk. Tehat A | Vao [ug, ug, us, . . .|
minden értékelésre, azaz A = Vx¢. Forditva, ha A | Vxo, ak-
kor A | Voo [ug, us, ug, . . .| tetszbleges [uq, uo, us, . . .| értékelésre.
Mivel az Osszes értékelést tgy is megkapjuk, ha el6bb vessziink
egy értékelést és az x-nek megfelel6 u; elemet variadljuk, majd
vessziik az Osszes ilyet, A | ¢ |uq, ..., u;, . ..] minden lehetséges
(U1, us, us, . . .| esetén, tehat A = ¢.

21. Tétel. Legyen PC(X) a PC eqy tetszdleges S-kiterjesztése, €s
legyen A eqy tetszdleges interpretdcio. Ha a X axiomalista minden
formuldgja igaz A-ban, akkor A egy modellje PC(X)-nak, abban az
értelemben, hogy minden olyan ¢ formuldra, melyre X & ¢, fenndll,

hogy A = ¢.
Bizonyitds

41



Tekintstink egy tetszéleges ¢ formulat, melyre ¥ F ¢. Ez azt
jelenti, hogy létezik ¢-nek bizonyitasa. Legyen a bizonyitas egy n
formulabol allo formulasorozat. Most teljes indukciéval megmutat-
juk, hogy ¢ igaz A-ban.

1. n=1. ¢ axidéma, tehat igaz A-ban.

2. n > 1. Indukciés hipotézis: A bizonyitando6 allitas igaz min-
den olyan ¢ tételre (azaz X F ¢ formula esetében), amelynek
bizonyitasa maximum n — 1 1épéshbdl all.

3. Ekkor igaz az n 1épéshdl allo bizonyitassal rendelkezé ¢-re is.
Ugyanis a kovetkezd esetek lehetségesek:

(a) ¢ maga is axioma, tehat A = ¢.

(b) ¢ a (MP)-b&l (modus ponens) kivetkezik, mondjuk vala-
milyen korabbi y; és x; — ¢ felhasznélasaval. Marmost
Xi ¢s xi — ¢ mindketten olyan >-bol levezethets téte-
lek, amelyek bizonyitasa maximum n — 1 lépéshdl all,
tehat a 19. tétel kovetkeztében A | ¢.

(c) Hasonlban, ha ¢ a (G) (generalizacid) alkalmazasaval ko-

vetkezik valamely korabbi y; formulabol, akkor a 20. té-
tel kovetkeztében A = ¢.
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7.3. Teljességi tétel

22. Tétel (Teljességi tétel). Egy ¢ formula akkor és csak akkor
bizonyithatd PC-ben (vagyis csak a PC aziomdibol), ha univerzdli-
san 1gaz. Szokdsos jeldléseinket haszndlva, = ¢ akkor és csak akkor,

ha = .

Bizonyitds

lL.LFop=FE¢

Mint mar bebizonyitottuk, a PC axiomai univerzalisan igazak.
A 21. tételbdl kovetkezGen tehat PC minden tétele univerzalisan
1gaz.

Fontos kovetkezmény

A predikdtum kalkulus konzisztens. Ugyanis ha nem volna
az, tehat = ¢ és F —¢ egyszerre allna fenn, akkor ebbdl ko-
vetkezne, hogy |= ¢ és = —¢, azaz lenne olyan A interpretécio
és olyan értékelés, hogy egyszerre A = ¢ [uy,...,u;, ...] és nem
AEodug, ... u,.. ]

2. Fop=F¢

Ez akkor teljesiil, ha abbol, hogy ¢ nem tétel, kovetkezik, hogy
nem univerzalisan igaz. Vagyis azt kell megmutatnunk, hogy ha
¥ @, akkor —¢-nek létezik modellje. —¢-nek ugyanis csak akkor 1é-
tezik modellje, ha ¢ nem univerzalisan igaz. Az 13. tétel kovetkez-
tében, ha ¥ ¢, akkor a {—¢} egy elemt formulahalmaz konzisztens.
Ezért, a Godel-Henkin-tétel kovetkeztében — melyet az alabbiak-
ban fogunk bizonyitani — létezik modellje. Marpedig ha ez igaz,
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akkor ebben a modellben ¢ hamis, tehat ¢ nem univerzalisan igaz.
Tehét = ¢-bol kovetkezik F ¢, és ezzel a tételt bebizonyitottuk.
Természetesen, most kovetkezik a Godel-Henkin-tétel.

23. Tétel (Godel-Henkin teljességi tétel). Ha egy ¥ formu-
lahalmaz konzisztens, akkor létezik modellje, azaz létezik olyan A
interpretdcid, hogy A |= ¢ minden ¢ € ¥ formuldra.

Bizonyitds
A bizonyitas sémaja:

1. Elindulunk a PC(X)-tol

4

2. b1, by, ... individuum konstansokat adunk hozza a nyelvhez (eze-
ket fogjuk ,tantknak” hivni)

U ellendrizziik, hogy az igy bévitett rendszer konzisztens-e

3. Felsoroljuk az Osszes olyan formulat, amelyben egy szabad val-
tozo szerepel: ¥y (vg) , 11 (v1) ...

4

4. Minden a 3. pontban felsorolt formulaval 1; (v;) formulaval és
egy alkalmas tantval képezziik a Jv;i; (v;) — 15 (b;) formulat, és
1) axiomaként hozzaadjuk a rendszerhez.

U ellendrizziik a konzisztenciat

5. A Lindenbaum-lemmadt alkalmazva egy >* kibévitett formulahal-
mazt vesziink Ggy, hogy minden ¢-re vagy >* = ¢ vagy X* F —¢
teljesiiljon.
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4

6. Definidlunk egy megfelel§ A interpretaciot a kiterjesztett X*-hez.

4

8. Mivel ¥ benne van a ¥*-ban, A | ¢ minden olyan ¢-re, amely
benne van Y-ban, tehat az A interpretacio X egy modellje.

De el6bb a Lindenbaum-lemma.
Teljes formulahalmaz
Formuldk egy ¥ halmazat teljesnek (komplettnek) neveziink,

ha a nyelv minden ¢ mondatara teljesiil, hogy vagy > F ¢, vagy
Y=o,

24. Tétel (Lindenbaum-lemma). Ha Y konzisztens, akkor léte-
zik teljes és konzisztens kiterjesztése, vagyis olyan X2° kiterjesztése,
hogy tetszdleges ¢ mondatra vagy > F @, vagy >* F —¢, de soha-
sem a kettd eqyszerre.

Bizonyitds
Soroljuk fel a PC 0sszes mondatat: ¢q, @9, @3, ... Most 1épésrdl
lépésre felépitjiik X*-ot. Legyen Xy = . Majd, legyen

2_{20 ha g = —¢y
! Yo U {1} ha Yo ¥ =y

(Vegyiik észre, hogy ezzel elértiik, hogy Y1 konzisztens maradt, és
vagy ¢1 vagy ¢y levezethetd.) Az eljarast ugyanigy folytatjuk:

> o { 2in ha >3, F =¢,11
i S U {dnia} ha X, ¥ =g
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Legyen >* az igy nyert legb6vebb halmaz. >* konzisztens és
teljesiti, hogy a PC tetszbleges ¢; mondatara vagy >* - ¢, vagy
Y —¢. Ezzel a lemmat bebizonyitottuk.

Most részletezziik a Godel-Henkin-tétel bizonyitasat.

2 Adjuk hozza a by, b, ... individuum konstansokat a nyelv-
hez. Nevezziik ezeket tantuknak. Az igy kib&vitett nyelvet hivjuk
PC*-nak és a kib6viilt nyelvben a vizsgélt formulahalmazt X "-nak.
Konnyen belathato, hogy az igy nyert bévitett rendszer is konzisz-
tens, ha az eredeti az volt. Tegyiik fel ugyanis, hogy nem az, azaz
létezik olyan ¢ formula, hogy 6 is és —¢ is levezethets. Ez azt
jelenti, hogy a két bizonyitasban, amelyek véges formulasorozatok
csak véges sok tanu fordul eld, melyeket mind helyettesithetiink
olyan eredeti szabad valtozokkal, melyek sehol mashol nem fordul-
nak el6. Ezzel a két bizonyitast az eredeti rendszer két bizonyita-
sava alakitottuk, és ez ellentmondas, hiszen az eredeti rendszerrél
feltettiik, hogy konzisztens.

3 Soroljuk fel a PC™ 6sszes olyan formulajat, amelyben egyetlen
szabad valtozo van: ¢ (v1),... 1Y, (v,), .. .. Legyen 6, a kovetkez
formula:

v,y (Un) — Yy, (bn)

ahol b, az els6 olyan tant, amelyik még nem fordult el¢ semelyik
korabbi ¢; (v,)-ben vagy 6;-ben. (Innen az elnevezés! b, ,tantsitja”,
hogy tényleg van olyan dolog, amelyre 9, tulajdonsag fennall.)
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4a Most minden 8,-t axiomaként hozzédadjuk a rendszerhez:

ZO — Z+
Zn+1 — Enu{en}

N = Uzn

4b Koénnyd ellendrizni, hogy minden X" konzisztens, ha 37!
az volt. A triikk az, hogy az Gjonnan bevezetett b gy viselkedik,
mint egy szabad valtozo.

4c Kovetkezésképpen X°° is konzisztens, hiszen minden bizo-
nyitas csak véges hosszisagi, tehat véges sok formula fordulhat
el benne, tehat (lasd a hasonldé gondolatmenetet a 2. pontban)
Y:>° inkonzisztenciaja valamely " inkonzisztenciajat jelentené.

ba A Lindenbaum-lemma alkalmazasaval >°°-t egy konzisztens
és teljes 22* rendszerré bovitjiik.

bb Tehat, tetszbleges ¢-re és 1)-re

(1) X* b ¢ vagy X - —¢

(2) X* F ¢ akkor és csak akkor ha ¥* ¥ ¢, részben (1) miatt
(2" teljessége) és mert ¥ konzisztens is.

(3) X* F ¢ — 1) akkor és csak akkor ha X* F —¢ vagy 3 = 4.
Ugyanis,

= (1)-bdl vagy ¥* F ¢ vagy ¥ F =g, illetve X* F 1) vagy
>* F —). Ha nem igaz, hogy X* F —¢, akkor X* - ¢, ahonnan
(MP)-vel ¥* .

< Ha ¥* 4, akkor (PC1)-bsl ¥ F ¢ — .
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Ha >* F =¢, akkor (PC1)-bél ¥* F —p — —p majd (PC3)-bhol
Y — .

(4) X* F Juyp (v) akkor és csak akkor ha X* F 9)(b) valamilyen
b tantra (hiszen igy konstruéltuk a 6,, axiomékat).

6 Most konstrudlunk egy modellt a ¥* szamara: A = (U, R)
ahol U = {by, by, ...}, az R relaci6 pedig a kovetkezo:

R (b;,b;) akkor és csak akkor, ha ¥* = P (b;,b;)

7 (1),(2),(3) és (4), valamint a Teljesités c. bekezdés 1.—4.
pontja alapjan (felhasznalva, hogy V kifejezhets 3 segitségével)
konnyen lathato, hogy

A E ¢ akkor és csak akkor, ha ¥X* F ¢

8 Mivel X benne van >*-ban, A = ¢ minden ¢ € Y-ra. Vagyis,
bebizonyitottuk, hogy ha > konzisztens, akkor létezik modellje.

Megjegyzés

A kés6bbiek szempontjabol fontos észrevenniink, hogy valo-
jaban tobbet bizonyitottunk, mint ami feltétlentl sziikséges lett
volna. Valojaban azt bizonyitottuk be, hogy »-nak létezik meg-
szamldlhato modellje, hiszen U = {by, bs, ...} egy megszamlalhato
halmaz.

Mutatus mutandis, a fenti bizonyitas alapjan kénnyen bizonyit-
hato a teljességi tétel kovetkezd alakja:
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25. Tétel (Teljességi tétel). Legyen X eqy tetszdleges konzisz-
tens formulahalmaz és ¢ eqy tetszdleges formula. > & ¢ akkor
és csak akkor, ha A = ¢ a 3 tetszdleges A modelljében.

8. PC(=) (predikdtum kalkulus identi-
tassal)

Az el6z6ekben megismert predikdtum kalkulust egy tovabbi
predikatum-jellel egészitjiik ki.  Legyen FE (,ugyanaz mint”,
segyenld”) egy kétvaltozos predikatum. FE tulajdonsagait a kovet-
kez6 axiomak hozzaadéasaval rogzitjiik:

8.1. Az egyenlfség axidomai

(E1) E(x,x)
(
(

EQ) E(t,s) — E(f"(u,ugy ..oty .oup), [ (ug, gy ..oy Sy uy))
E3) E(t,s) — (¢ (u1,ug, ... t,...up) — ¢ (ug,ug, ..., S, ...Uy,))

Kényelmesebb jelolés: © =y = E(x,y)
HF.

Mutassuk meg, hogy E tranzitiv és szimmetrikus.

8.2. PC(=) interpretacioi

A PC(=)-nek vagy (barmely bévitésének) a korabbi értelemben le-
hetnek interpretacioi. Ezekben nyilvanvaloan az E(x,y) azonossag
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predikatum is valamilyen alkalmas kétvaltozos relacioval interpre-
talva van. Legyen A = (U, R, S) egy ilyen interpretacié az U uni-
verzumon, ahol R (az egyszeriiség kedvéért tovabbra is egyetlen) P
predikatumnak megfelel6 relacio, S pedig az E predikdtum repre-
zentans relacioja. S sok minden lehet, amely teljesiti az (E1)—-(E3)
axiomakbol kovetkezd tulajdonsagokat.

Normaél interpretacio

Az A interpretaciot normdl interpretacionak nevezziik, ha S
nem mas, mint az U univerzum-halmaz elemein értelmezett szoka-
sos azonossag. Pontosabban, (hogy egy rendes kétvaltozos relaciot
adjunk meg) S = {(z,z) : x € U}.

HF

Mutassuk meg, hogy ez a relacio teljesiti az egyenlGség axiomé-
ibol kovetkezé tulajdonsagokat!

26. Tétel. Jelilje az { Egyenldség} az (E1)-(ES3) aziomdkbol dllo
formulahalmazt €s leqgyen ¥ eqy tetszdleges formulahalmaz. Ha a
Y UA{ Egyenldség} formulahalmaznak létezik modellje, akkor létezik
normdl modellje is.

Bizonyitds

Legyen A = (U,R,S) egy tetszbleges modellje ¥ U
{Egyenldség}-nek, ahol S az E predikitumot reprezentald rela-
ci6. Mivel S ekvivalencia relacio, vagyis reflexiv, szimmetrikus és
tranzitiv, képezhetjik U halmaz elemeinek S szerinti ekvivalencia
osztalyait.
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b Vuvu' (u, v’ € [u;] < S(u,u’))
] U=U/S

Véalasztva minden egyes ekvivalencia-osztalybol egy elemet, egy
olyan U halmazt kapunk, amelyre lesztikitve az R és S relacio-
kat, az A = <U, R|;, S|) struktara a ¥ U {Egyenldség} for-
mulahalmaz egy normal modellje. Az egyenlGség axiomaibol ko-
vetkezGen az is megmutathato, hogy az ekvivalencia-osztalyokon
értelmezett relaciok fiiggetlenek a reprezentans elemek valaszta-
satol. Mivel most egyediili célunk annak megmutatasa, hogy [é-
tezik 3 U {Egyenléség}-nek normal modellje, a konkrétan konst-
rualt modellnek ez a tulajdonsaga nem fontos. Csupan a kovet-
kez6 két trividlis észrevétel elégséges. Egyrészt, ha A = ¢, akkor

A E ¢ [T, U, . . ] a valtozok tetszoleges [Uy, o, . . .] értékelése mel-
lett, hiszen minden [uy, Uy, . . .| értékelés egyben egy A interpretéci-

obeli értékelés is, tehat A = ¢. Masrésat, Slg = {(ﬂ, u) :u € (7}
Ugyanis két S ([uj], [u;]) csak akkor ha S (u;,u;), ami éppen azt
jelenti, hogy wu; és u; egy ekvivalencia-osztalyba tartoznak, tehat
[u;] = [u;]. Ezzel a tételt bizonyitottuk.

27. Tétel (Teljességi tétel PC(=)-re). Egy ¢ formula akkor
és csak akkor bizonyithato PC(=)-ben, ha igaz minden normdl in-
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terpretacioban.  Szimbolikusan irva, {Egyenldségt = ¢ akkor és

csak akkor, ha =n ¢.

Bizonyitds

L. ({Egyenloség} - ¢ = v ¢)

Mivel a (PC1)-(PC6) és (E1)-(E3) axidmék igazak minden nor-
mal interpretacioban, a 21. tétel kovetkeztében ha {EgyenlGség} -
¢ akkor A = ¢ minden A normal interpretacio esetén.

2. (FFn ¢ = {Egyenldseég} - ¢)

Természetesen, ezt is a Godel-Henkin-tétel segitségével fogjuk
belatni. Tegyiik fel, hogy {Egyenldség} ¥ ¢. 13. tétel kovetkez-
tében ekkor az {Egyenlség} U {—¢} formulahalmaz konzisztens,
tehat a Godel-Henkin-tétel kovetkeztében, van modellje. A 26. té-
tel kovetkeztében tehat van normél modellje is. Ez viszont azt
jelenti, hogy van olyan normal modell, amelyben ¢ nem igaz, s ez
ellentmondésban all =y ¢ feltevésiinkkel. Ezzel a tételt mindkét
iranyban bizonyitottuk.

9. Modell-elmélet

A modell-elmélet az elsérend formélis rendszerek konkrét interpre-
tacioival foglalkozik, azzal példaul, hogy mit lehet a formalis rend-
szerrel kapcsolatban mondani a modelljei alapjan, hogyan viszo-
nyulnak egyméshoz egy adott formalis rendszer modelljei, stb.
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9.1. Példa egy axiébmarendszer modelljére

Tekintsiik mondatoknak a kovetkezd ¥ halmazat PC(=)-ben:

(nl) Va (~P(z, z))

(n2) VaVy (= (P(z,y) A Py, 2)))

(n3) VaVyVz (P(x,y) A Py, z) — P(x, z))

(nd) VaVy (P(z,y) V Py, z) V E(z,y))

(n5) Jzvy (= P(y, z))

(n6) VaIy (P(x,y) AVz (= (P(x,2) A P(z,y)))) (van a nagyob-
bak kozott legkisebb)

(n7) Vo (3yP(y,z) — Jy (Py,z) AVz (= (P(y, 2) A P(z,2)))))
(ha van kisebb, van a kisebbek kozott legnagyobb)

Vegyiik a kovetkezd struktarat: N = (N, <,=), ahol N nem
mas, mint a természetes szaimok N halmaza, és < a , kisebb” rela-
ci6, = pedig az azonossag relacié. Nyilvanvald, hogy N egy nor-
mal modellje ¥-nak. (A kovetkezSkben a predikitum kalkulusba
beleértjiik az egyenlGség axiomait és modell alatt normal modellt
értiink.) Tisztan a halmazokra és relaciokra vonatkozo — itt nem
részletezett — megfontolasokkal megmutathato, hogy

28. Tétel. Ha A tetszidleges modellje ¥-nak, ugyanazok a monda-
tok igazak A-ban, mint amelyek igazak N -ben.

E tétel fontos kovetkezménye, hogy

29. Tétel. Tetszdleges 1 mondatra, N {= 1 akkor és csak akkor,
ha > 1.
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Bizonyitds

Tegyiik fel, hogy > ¥ 1. Ekkor 3 U {1} konzisztens, kivetke-
zésképpen, a Godel-Henkin-tétel miatt létezik modellje, mondjuk
A. Tehat A | —1)p. A 28. tétel kovetkeztében N = —p, ami ellent-
mondas, tehat belattuk, hogy ha N | ¢ akkor ¥ F 4. Forditva,
mivel a Y-ba tartozo mondatok igazak N-ben, és a kovetkeztetési
szabalyok megérzik ezt a tulajdonsagot (19. és 20. tételek), 3
implikalja N = 9-t.

Mivel tehat egy mondat akkor és csak akkor igaz N-ben, ha
levezethetd a Y axioméakbol, azt mondjuk, hogy ,axiomatizaltuk
N igaz mondatait”. Vagyis N igaz mondatai levezethetdk a logikai
axiomakbol + az egyenldség axiomaibol + Y-bol.

9.2. Milyen mértékben hatarozza meg > magat
az N interpretaciot?

N nem az egyetlen modellje ¥-nak. Pl. M = (M,<,=), ahol
M =1{1,2,3,...} is egy modellje ¥-nak. Vilagos viszont, hogy az

reEN—zxz+1eM

hozzarendelés egy a < és = relaciokat meg6rz6 izomorfizmus N és
M kozott. Tehat ez nem lényegesen més interpretacio.

Van azonban Y-nak olyan interpretaciéja is, amelyik nem izo-
morf az N struktaraval. Tekintsiik a kovetkez pontok halmazat
a szamegyenesen:
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B:{1—%:n€N\{O}}U{1+%:nEN\{l}}U{S—%:nGN\{O}}

INJ I

1 1 1.1 1 1 1.1
0 2 3 Tlzls 3 23 3% 7

Kénnyen belathato, hogy B = (B, <,=) egy modellje 3-nak.
N és B azonban nyilvanvaloan nem izomorfak. Pl az 13 € B
elem el6tt végtelen sok kisebb elem létezik, és N egyetlen eleme
sem rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal, stb.

Vagyis, a > axiomarendszer nem determinalja egyértelmiien az
interpretaciot, s6t, még csak nem is hatéarolja koriil az interpretald
strukturat. Amit tudunk az az, hogy X»-bol levezethetd minden
olyan mondata a formélis rendszernek, amelyik igaz N -ben.

30. Tétel. Ha X wnkonzisztens, akkor van olyan véges részhal-
maza, amelyk inkonzisztens.

Bizonyitds

Ha YJ inkonzisztens, akkor 1étezik olyan ¢ formula, melyre > - ¢
és X F ¢, mas szoval X F ¢ A —¢. Ez azt jelenti, hogy létezik
olyan véges X1, X2, X3, - - - Xn formulasorozat, amelyik bizonyitasa
o N\ —¢-nek. Mivel a x1, X2, X3, ... Xn lista véges, azon formuldk
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szama a sorozatban, amelyek benne vannak Y-ban, véges, tehat
létezik véges részhalmaza Y-nak, melybdl ¢ A—¢ levezethets. Ezzel
a tételt bizonyitottuk.

A Godel-Henkin-tételbdl tudjuk, hogy ha > konzisztens (de le-
het végtelen), akkor 1étezik modellje. Ezt hasznéljuk fel a kovetkezd
tétel bizonyitasaban.

31. Tétel (Kompaktsagi tétel). Ha X minden véges részhalma-
zanak van modellje, akkor YX-nak is van modellje.

Bizonyitds

Ha > minden véges részhalmazanak van modellje, akkor > min-
den véges részhalmaza konzisztens. A 30. tétel kovetkeztében maga
> is konzisztens, tehat — a Godel-Henkin-tétel miatt — van mo-
dellje.

Példak

1

Egészitsiik ki a fentebb hasznalt nyelvet egy ¢ individuum kons-
tanssal. A kordbban vizsgalt > mondathalmazt pedig a kovetkezs
mondatokkal:

¢1 El?)lp (Ul, C)

Yy Fu1 30 P (v1,v9) A P (v, ¢)

wg Elvlflvﬁvgp (Ul, Ug) NP (UQ, 1)3) NP (1)3, C)

Y, FuiFveTus ... Fv, P (v1,v9) A P (v9,v3) A ... A P (v, c)
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Legyen ¥* = X U {4y, 19,%3,...}. Most tetszGleges véges
Y C Y* részhalmaznak megadjuk egy modelljét. Legyen k a leg-
nagyobb olyan n, melyre ¢, € ¥/. Vilagos, hogy (N, <,=, k) egy
modellje >'-nek, ahol £ € N a ¢ individuum konstanst reprezen-
talo eleme az univerzumnak. Ha ugyanis egy tetszdleges ¢ € X/
mondat benne van ¥-ban, akkor (N, <,= k) = ¢, hiszen ¢ igaz
(N, <,=)-ban. Ha viszont ¢ nem mas, mint valamely ,, ahol
n < k, akkor megint (N, <,=,k) | ¢. Hiszen 1; azt mondja,
hogy létezik valami, amely kisebb c-nél. Es ha c-t gy interpre-
taljuk, mint n, ahol n > 1, akkor ez igaz. 1y azt mondja, hogy
két dolog 1étezik: a mésodik kisebb c-nél, és az els6 kisebb a ma-
sodiknal. Es ez igaz (N, <,=,n)-ben, ha n > 2. Es igy tovabb,
(N,<,=,k) E ¥, minden n < k. Tehat X* minden véges rész-
halmazéanak létezik modellje. A kompaktsagi tétel kovetkeztében
tehat X*-nak is létezik modellje.

Jeloljik ezt a modellt A-val. E modellben minden olyan mon-
dat igaz, amely igaz volt (N, <,=)-ban, hiszen (N,<,=) | ¢
akkor és csak akkor, ha X F ¢. A tartalmazni fogja az elsé, a méa-
sodik, a harmadik, sth. elemet a X axioméaknak megfelelGen. De
tartalmaznia kell a ¢ konstansnak megfeleld univerzum-elemet is!
Ez nem lehet valamelyik természetes szam, hiszen legyen ¢ = n.
Y1 azt mondja, legyen ¢ > n, és ez lehetetlen. Tehat az A mo-
dell a természetes szamokon kiviil tartalmaz még valamit, amely
nagyobb minden természetes szamnal. Amit igy konstrualtunk az
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a természetes szamok an. nem-standard modellje.

Bonyolultabb, de teljesen hasonlé moédon lehet megalkotni a
nem-standard modelljét az (N, <, =, +,-) igaz mondatainak is.

2

A kompaktsagi tétel egy masik alkalmazasara példa a kovetkezd
tétel.

32. Tétel. Legyen X2 mondathalmaz olyan, hogy létezik neki tetszo-
legesen nagy véges normdl modellje. Ekkor létezik végtelen normdl
modellje 1s.

Bizonyitds

Egészitsiik ki a X mondatokat tartalmazo nyelvet a ¢y, co, . ..
individuum konstansok végtelen halmazaval. Legyen >* = » U
{—E (ci,cj) 1 i # j}. Most megmutatjuk, hogy X*-nak létezik mo-
dellje. Legyen Y C X* tetszbleges véges részhalmaz. Y/, a Y-ba
tartoz6 mondatokon tul, csak véges sok —FE (¢;, ¢;) mondatot tar-
talmaz. Ezek csak véges sok ¢; individuum konstanst tartalmaz-
nak, melyek mind megtalalhatok a cq, co, . .. ¢, kozott, valamilyen
megfelel6en nagy n-re. Mivel feltételezésiink szerint X-nak léte-
zik tetszélegesen nagy véges modellje, feltehetd, hogy létezik olyan
(U, ...) modell, hogy benne véilaszthato n darab uy, us, . . . u, eleme
az univerzumnak, ugy, hogy mindegyik kiilonb6z6. Konnyen belat-
hato, hogy (U, ... uy,us, ... u,...) modellje az 3’ mondathalmaz-
nak, agy, hogy a ¢y, co, . ..c, konstansokat az uy, us, ... u, elemek
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reprezentaljak. A kompaktsagi tétel alkalmazasaval tehat >X*-nak
létezik modellje, kovetkezésképpen normal modellje is (26. tétel).
Legyen ez (B,...b1, by, ...}, ahol by, by, ... a c1, ¢, . .. konstansok
reprezentansai. (B, ...by, bo,...) modellje a ¥ mondathalmaznak
is hiszen X része X*-nak, és mivel b; # b; ha ¢ # j, B végtelen
elemd univerzum. Ezzel a tételt bizonyitottuk.

10. A Lowenheim—Skolem—Tarski-tétel

A Godel-Henkin-tétel bizonyitasa utan megjegyeztiik, hogy valo-
jaban azt bizonyitottuk be, hogy tetszéleges konzisztens >-nak lé-
tezik megszdmldalhato modellje. E modell természetesen nem fel-
tétleniil normal modell. A 26. tétel kovetkeztében azonban létezik
normal modellje is. A 26. tétel bizonyitasaban adott konstrukciobol
vilagosan latszik, hogy a norméal modell univerzuméanak szamossaga,
nem lehet nagyobb, mint a kiindulasul vett modell univerzumanak
szamossaga (az ekvivalencia osztalyok szama nem lehet nagyobb,
mint az elemek szama!). Ezzel belattuk, hogy egy megszamlal-
hato nyelv konzisztens mondathalmazanak létezik megszamlalhato
norméal modellje.

Hogy e megallapitasunk fontossagat érzékeltessiik, tekintsiik az

R=(R,<,=,+,)

strukturat, ahol R nem mas, mint a valos szamok R halmaza. Te-
kintsiink egy alkalmas nyelvet (amely megszamlalhato) e struktira
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lefrasara. Jeloljiikk £%-rel e nyelv mindazon mondatainak halma-
zat, melyek igazak R-ben. A fenti megallapitasaink alapjan, mivel
Y egy megszamlalhato nyelv mondatainak konzisztens halmaza,
létezik neki megszamlalhaté norméal modellje. Legyen ez

~

R = <ié, 2,2,$,7>

ahol R megszamlalhato halmaz. FEz nagyon meglepd, ha arra gon-
dolunk, hogy ugyanazok a mondatok lesznek igazak R és R in-
terpretacioban, kiilonosen, ha az R megszamlalhato halmaz elemeit
valos szamoknak tekintjiik.

Valojaban azt is be lehet bizonyitani, hogy nem csak kisebb
szamossagi modell 1étezik, hanem nagyobb szamossagu is:

33. Tétel (Lowenheim—Skolem—Tarski). Ha egy megszamldl-
hato nyelv X mondathalmazdnak létezik végtelen normal modellje,
akkor létexik tetszbleges szdmossdgu végtelen normdl modellje 1s.

11. Turing-gépek és rekurziv fliggvények

A logika eddigi targyalasa soran szamos esetben mertlt fel annak a
gondolata, hogy valami egyszeri mechanikus szabalyok alkalmaza-
saval levezethetd, kiszamithato. A Turing-gép fogalma és elmélete
a mechanikus kiszamithatosag koncepciojat kivanja megragadni a
matematikaban.
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11.1. A Turing-gép leirasa

A gépnek van egy szalagja, amely kis négyzetekre van osztva.

Egy olvaso fej egyszerre egyetlen négyzet tartalmat tudja beolvasni,
vagy atirni. Tovabba tud a szalagon egy kockaval elére vagy hatra
lépni. A gép egy meghatarozott abécét hasznal: Sy, St, ... S,, ahol
Sy megallapodas szerint az iires kockanak felel meg. Feltételezziik,
hogy a gépnek véges sok belsd allapota lehetséges: qo, q1, ... @m.
Feltételezziik, hogy a gép egy adott pillanatban a pillanatnyi belsd
allapota és az éppen beolvasott négyzet tartalma altal egyértel-
muen determindlt modon teszi meg a kovetkez6 1épést. Ez a 1épés
a kovetkezdk egyike lehet:

(1) megvaltoztatja a beolvasott kockdban befrt szimbolumot

(ii) egy kockéaval jobbra lép

(iii) egy kockéval balra lép

Mint ebbdl kideriil, a gép miikodése egyértelmiien megadhato a
kovetkez@ fajta négyesekbdl allo véges tablazat segitségével:

Allapot | Beolvasott | Akcio | Uj allapot
(i) qi S; S q atiras
(ii) qi S R q lépés jobbra
(iii) qi S; L q lépés balra
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A gép miikodésének determinisztikus jellege abban nyilvanul
meg, hogy nincs két négyes, amelyik ugyanazzal a (allapot, jel)
parral kezdédne. Ha a gép egy olyan (allapot, jel) parhoz érkezik,
amelyhez nem tartozik négyes, akkor megéall.

Azt a szituaciot, melyben a ¢, allapotu gép egy adott jellel
ellatott kockajat olvassa be a szalagnak

L
Sig | Oiy | Siy | Sig | Siy | Sis
a kovetkezdképpen fogjuk jelolni:
ce SZ-OSilqkShS@-SSMSiS ce

Nevezziik az ilyen stringet szitudcio stringnek. Példaul, tegytik fel,
a gép a kovetkezé instrukcidkat kapja:

@151 Lo
q2S2 L qo

A szalag nem {ires része mondjuk a kovetkezd:

S152.925152 ....5

és a ¢ allapotu gép éppen a masodik Si-et fogja beolvasni. Vagyis

5132526115152 Sl
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Ekkor a ¢ S7 L go négyesnek megfelel6 miiveletet hajtja végre, és a
kovetkez§ szituacio fog elgallni:

SlSQQQSQSlSQ Sl
Ekkor a q9 .59 L g9 instrukecié szerint azt kapjuk, hogy
SlQQSQSQSlSQ Sl

majd
qQSHSQSgSlSQ Sl

és mivel egyetlen instrukcié sem kezdédik gy Si-gyel, a gép megall.

11.2. Példak elemi miiveleteket végrehajto
Turing-gépekre

Egy S jel keresése

Allapot Beolvasott Akcié Uj allapot

qo S0 R qo
qo S R qo
qo Si—1 R qo
qo S j S j q1
qo Sit1 R qo
q0 Sn R Qo
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A gép megall amikor Sj-t talal.
Mozogjon jobbra és mindenre tegyen vesszét

o S R q

w S S g } az abc minden S, 5" jelére
0 0

Ha azt akarjuk, hogy a gép megalljon egy adott jelnél, példaul
[I-nal, akkor a tablazatbol eltavolitjuk azokat a sorokat, amelyek
masodik eleme [].

Nyilvanvaloan semmi akadéalya annak, hogy tobb elemi miivele-
tet végrehajtani képes Turing-gépet egy komplexebb Turing-géppé
rakjunk ossze. Hogy a gépeket egyméstol megkiilonboztessiik, az
allapotaikat kell megfelelen atnevezni. Pl. a fenti két géphdl, keé-
szitsiink olyan Turing-gépet, amelyik jobbra mozogva megkeres az
els6 Sj-t, majd onnantol fogva mindenre tesz egy vessz6t! A méso-
dik gép allapotait atnevezziik, méghozza éppen gy, hogy legyen a
masodik gép qy allapota az els6é gép ¢; dllapota. Tehat az Osszetett
gép tablazata
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@0 So R qo
@ S1 R q
Q@ Si-1 R q
@0 S; Sj ¢
g Si+1 R q
qo Sn R qo
q1 S} R q
@ S; S @

HF

Minden jelet tegyen egy kockaval jobbra. [Triikk: a gép tgy tud
emlékezni egy informéciora, hogy egy az informacionak megfeleld
allapotban van. (Vagyis a Turing-gép egy Markov-folymat!)]

HF

A gép a szalagon egy egyesekbdl allo blokkot lemésol a szalag
lires helyére.

Parcialis rekurziv fiiggvény

Egy n természetes szamot egyszerden Ggy lehet reprezentélni a
Turing-gép szaméara, hogy megadunk a szalagon egy n hosszisagu
1-ekbdl allo sorozatot, majd egy iires kockat. A Turing-gépek ko-
zOtt lesznek olyanok, amelyek az ilyen tartalmu szalagot inputként
hasznalva valahol megallnak. Jeldlje f(n) a szalagon az olvaso-
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fejtél balra 1évs egyesek szamat. FEzzel a Turing-gép altal végre-
hajtott miivelet nem més, mint egy f: X C N — N leképezés.

Egy f : X C N — N parcidlis fiiggvényt parcidlis rekurziv
fugguénynek neveziink, ha a fenti értelemben reprezentalhato egy
alkalmas Turing-géppel. Pl. a fenti HF-bol kovetkezik, hogy az
f(n) = 2n fiiggvény parcialis rekurziv figgvény.

Eldonthetd problémaosztaly

Tegyiik fel, hogy valamely kérdéseknek /problémaknak egy osz-
talya megfogalmazhato egy véges abc segitségével gy, hogy fel-
vihetd egy Turing-gép szalagjara. (A szokasos meghatarozéas sze-
rint) @ tipusiu probléméaknak egy osztalya kiszamithatd (eldonthetd,
megoldhatd), ha létezik olyan M Turing-gép, amely — alkalmazva
az osztalyba tartozo tetszoleges () kérdésre — az 1-en all meg, ha a
(-ra adott valasz IGEN és [l-n, ha a valasz NEM.

PL. Legyen () az a kérdés, hogy adott harom természetes szam
esetén, (a,b, c), igaz-e, hogy ¢ az a és b legnagyobb kozos osztoja?
Ennek eldontésére, ismert egyszeri algoritmus alapjan, konnyen
konstrualhatd olyan Turing-gép, amely ezt a fenti értelemben el-
donti.

11.3. A Turing-gépek standard leirasa

Mivel a Turing-gépek véges szami szimbolumot hasznalnak. az
altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy ezek a jelek a
0,1,1,17, ... Az allapotokat is jelolhetjiik a q,q¢’,q", ... jelek-
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kel. A gép miikodését megadhatjuk tehat a [, 1), ¢, R, L jelekbdl
allo stringek segitségével, pl. a

@ 1 R q

C]l 1// 1/ q2

utasitasokbol allo tablazat megadhato egyértelmien a kdvetkezd
stringgel:

quq/qll//llq//
S6t, mindent kifejezhetiink a (1, 1,1/, 1”7, ... abc-vel:
[« O
1 1

/

q
R

L s 1////

11t

Az M Turing-gép miikodését meghatarozd tablazatot tehat
egyetlen [, 1,1", 17, 1", 1" -stringgel megadhatjuk. Ezt a jelsoro-
zatot | M |-mel fogjuk jelolni, és a Turing-gép standard leirdsdnak
nevezziik.

11.4. Egy  eldonthetetlen  problémaosztaly
(,,Halting problem”)

Tekintsiik a kovetkezd kérdést:
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Q- Megall-e az M Turing-gép egy O jelen, ha az [ M] jelso-
rozatra alkalmazzuk?

A Q) kérdés egyértelmien megadottnak tekinthets az [M]
megadasaval. Jelolje {Qar},, az ilyen kérdések osztalyat, ahol
M tetsz6leges Turing-gépet jelol. Arra keresiink vélaszt, vajon
létezhet-e olyan algoritmikus eljaras, magyarul olyan Turing-gép,
amely képes megvélaszolni minden a {Qa},, osztalyba tartozo
kérdést.

Képzeljiink el egy S gépet, amelyik teljesiti ezt a feladatot, te-
hat beolvassa az [M] stringet és 1-en all meg, ha a valasz a Q)
kérdésre IGEN, és U-n, ha a valasz NEM. A probléma, hogy ho-
gyan viselkedik ez a gép — melynek tetsz6leges [ M |-re miikddnie
kellene —, ha az inputja éppen [S]? Ha S megall az 1-en, az azt
jelenti, hogy a Q)¢ kérdésre a valasz IGEN, azaz az S a [-n all
meg ha [S]-ra alkalmazzuk. Es forditva, ha S a [-n all meg, az
azt jelenti, hogy a Qg kérdésre a valasz NEM, tehat az S gép nem
all meg a [J-n. Mindkét esetet egyfajta ellentmondéasnak szokas
tekinteni, és a szokasos konklizio az, hogy ilyen S gép nem léte-
zik. Mas szoval, hogy a Q)ys problémaosztaly algoritmikusan nem
megoldhato, eldonthetetlen.

Megjegyzés

Konnyen gondolhatjuk, hogy a probléma abbdl szarmazik, hogy
a gép az IGEN és NEM valaszokat az 1 és [ jeleken valo megéllassal
kozli, és hogy méas lenne a helyzet, ha a gép a [J-n allna meg, ha
a valasz IGEN és 1-en, ha NEM. Ez azonban nem igaz. Ha létezik
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ilyen T' gép, akkor konnyen konstrualhato egy masik gép, amely a
T IGEN jelzését 1-be, a NEM jelzését Ll-ba konvertalja, s a két gép
kombinacidja megint egy olyan Turing-gép lenne, ami eleget tesz az
eredeti feltételeinknek, s a fenti argumentum alkalmazhato, tehat
nem létezhet ilyen gép, kovetkezésképpen nem létezhet 1" sem.

Megjegyzés

Konnyen belathato az is, hogy a helyzeten semmit sem valtoz-
tat, ha a Q) kérdést méasképpen kodoljuk, hiszen mindig talalni
olyan Turing-gépet, amelyik a M egy tetszbleges méasik kodolasat
az [ M] stringbe konvertélja, és viszont.

Megjegyzés

Mivel hat kiilonboz6 karaktert hasznalunk, megtehets, hogy az
[ M] stringet egy hatos szamrendszerbeli szamként reprezentaljuk.
Definialjuk (Sic/) a kovetkez fiiggvényt:

_ | 1 ha Qu-re a vilasz IGEN
Y(M) = { 0 ha @Qjs-re a valasz NEM

Mivel nincs olyan gép, amely ezt megoldana, a v fiiggvény nem
parcidlisan rekurziv. (Nagyon problematikus példal)

11.5. Univerzalis Turing-gép

Azt gondolhatnank, hogy a probléma abbol fakad, hogy nem lehet-
séges olyan gépet konstrualni, amely képes atfogni az 6sszes lehet-
séges Turing-gép miikodését. Belathatdé azonban, hogy ilyen gép
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létezik. Univerzdlis Turing-gépnek nevezziink egy olyan U gépet,
amely képes arra, hogy beolvassa egy tetszéleges gép [M] stan-
dard lefrasat, és beolvasva egy tetszGleges [ P| kodjat a szalagnak
szimulalja M miikodését a P szalag-tartalom mellett. (Annak le-
frasat, hogy egy ilyen univerzalis Turing-gép hogyan miikodik, lasd
Crossley 40-41 oldal.)

A | Halting” probléma univerzalis Turing-gépre

Vizsgaljuk tehat azt a szituaciot, amikor az U univerzalis
Turing-gép az M gépet fogja szimulalni, amikor az az [ M| stringre
van alkalmazva. Mas szoval, U szamara adott a

Wiy =% [M]*x[[M]] *

string, mint input. (A * csak segéd jel, amely jelzi a gép szamara,
hogy mettsl meddig terjed egy egybetiiges része a beolvasott string-
nek.) Tekintsiik a kovetkezd kérdést:

Qw : Megall-e az U univerzalis Turing-gép egy [ jelen, ha a
W jelsorozatra alkalmazzuk?

Legyen {Qw }y az ilyen kérdések osztalya. Létezik-e Turing-
gép, amelyik képes megvalaszolni a {Qw };, osztalyba tartozo
Osszes kérdést? Valaszunk az, hogy nem.

34. Tétel. A {Qw},, problémaosztaly nem eldinthetd.

Bizonyitds
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{Qw}y nyilvan tartalmazza az olyan Qy kérdéseket is, ahol
W = Wy Mivel ilyenkor U szimuldlja M mitikodését, U akkor
és csak akkor all meg O-n ha M O-n all meg, ha M-et [M]-re
alkalmazzuk. Mas szoval, a {Qw }y, problémaosztaly csak akkor
lehetne eldénthetd, ha a {Qar},, problémaosztaly eldonthets lenne.

11.6. Turing-gépek mint string-atalakitok

Mivel a Turing-gép miikodése kozben egy adott pillanatban a sza-
lagjara csak véges sok jel van irva, az adott szituiaciot egyetlen
stringgel lehet jellemezni, amely tartalmazza azt az informaciot,
hogy milyen jelek vannak a szalag azon szakaszara irva, amelyik
tartalmazza az éppen beolvasott kockat, a beolvaso fej pillanatnyi

c s s

9%

1 1 1

pillanatnyi helyzetet a kovetkez6 szituacio-stringgel lehet lefrni:
*10gs1'01*

A gép kovetkez§ 1épésének végrehajtasa utan egy 0j szituacio all
el6. Hogy egy W szituaciorol milyen soron kovetkezd W' szitué-
ciora jutunk, azt a W-ben megjelené ¢;S; kombinacié hatérozza
meg. A kovetkezd szituacio-string atalakitéasi szabalyok vannak:
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négyes transzformécio

GiSjSkq ¢Sj — @Sk
Q. QiSjSk — qulSk minden Si-ra
wSilia | S S

SrqiS; — qSKS; minden Si-ra

05 L
¢iSjLq +q:S; — %15,

Tehat a x-nak az a hatasa, hogy ha a jobbra vagy balra lépéshez
mar nincs hely akkor 1j tires kockat iktat be.

Ezzel a modszerrel egy tetszéleges M gép reprezentalhatd a
megfeleld string-transzformacios szabalyok halmazaval. Minden
szituacio-stringre valamelyik atalakitasi szabaly vonatkozik, és az
egymast kovetd atalakitasok soran nyert stringek valoban tiikrozik
az M gép mikodése kdzben kialakulo szituaciokat. Az a szituacio-
string, amelynél a gép megall a U jelnél, tartalmaz egy ¢, kom-
binaciot, olyat, amely sehol sem jelenik meg a transzformacios sza-
balyok bal oldalan.

Vezessiik be erre az esetre a kovetkezG transzformécios szaba-
lyokat:

gd — O
gg : g }minden S-re

ahol ¢ egy Ujonnan bevezetett szimbolum. Ezzel elérjiik, hogy a
szitudcio-string akkor és csak akkor fejlddik (-ba, ha az M gép
megall [J-nél.
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M-kalkulus

Nevezzilk az igy kiegészitett transzforméacios szabalyokat M-
kalkulusnak. Azt fogjuk irni, hogy W ~— W' ha létezik transzfor-
macioknak olyan sorozata az M-kalkulusban, hogy az a W stringet
a W' stringbe viszi.

W — { akkor és csak akkor, ha a szituacio, amelyet W leir, az
M gép megallasdhoz vezet [l-n.

Legyen most az M gép az univerzalis Turing-gép. Tekintsiik a
kovetkezd kérdést:

Q- lgaz-e, hogy W — ¢ az U-kalkulusban?

Es jelolje {Qfy }y az ilyen kérdések osztalyat, ahol W egy tet-
szleges szituacio-string. A 34. tétel trivialis kovetkezménye:

35. Tétel. A {Qy }y problémaosztily nem eldonthetd.

11.7. A string-atalakitasok reprezentaci6ja a
predikatum kalkulusban

Az els6rendi nyelv, amelyet hasznalni fogunk, a kdvetkezdket tar-
talmazza:
(1,1, O, *, ... konstansok az U-kalkulusban
f fliggvény, amely stringeket fiiz Gssze
T'r két argumentumos predikatum a transzformaciok leirasara
Filiggvény a betiik Osszeftizésére
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Az f(z,y) fiiggvényt roviden csak (z,y)-nal fogjuk jeldlni, és a
kovetkez6 axioméanak tesz eleget:

(1) (z (yz)) = ((zy) 2)

[gy tetsz6leges string konstans terminusnak tekinthets. Pl. az
«[(Jg31* string gy irhato, mint (x ([0 (g3 (1(x))))). (1) axidma ko-
vetkeztében a zardjeleket tetszés szerint atcsoportosithatjuk, tehét
nincs jelentGségiik, ezért elhagyjuk.

A stringek atalakitdsara vonatkozo axiomak

Legyen ty és ty két tetszGleges terminus. A T'r (t1, to)-re vonat-
kozoan elég sok axiomat kivanunk régziteni ahhoz, hogy garantalva
legyen, hogy tetszGleges két szituacid-stringet leird Wi és Wy kons-
tansra a Tr (W7, Ws) akkor és csak akkor legyen levezethetd, ha
Wi — Ws. Elst6ként,

(2) Tr (zTy, xT"y) valahdnyszor T »— T" az U-kalkulusban.

Vilagos, hogy ez az axidmaséma garantalni fogja a megkivant
tulajdonsidgot, minden olyan W7 = XTY és Wy = XT'Y strin-
gekre, ahol T a transzformécios szabalyok egyikben a baloldalon
szerepel, vagyis, amikor Ws kozvetlen kdvetkezménye Wi-nek vala-
mely T »— T" transzformécioval.

Most nyilvan hozza kell tenniink a kovetkez6 axiomaét:

(3) (Tr(z,y) ANTr(y, z)) — Tr(z, 2)

Ezzel elértik, hogy (1)A(2)A(3) = Tr (Wy, Ws) akkor és csak
akkor, ha Wy — Wj.

Az axiomak eliminalasa, eldonthetetlenség

Mivel véges sok axioméank van (mert véges sok T — T" transz-
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formécios szabaly van), ezeket egyetlen nagy konjunkcioba Gssze-
foglalhatjuk. Legyen ez ¢. Tehat, W; — W, akkor és csak ak-
kor, ha ¢ F Tr (Wy,Ws), ami akkor és csak akkor, ha - ¢ —
Tr (W, Ws). Specialisan:

36. Tétel. W — O akkor és csak akkor, ha = ¢ — Tr (W, Q)

Definialjuk a kovetkezd kérdést:

Qy: lgaz-e, hogy = 7

Es legyen {Q,} » az ilyen kérdések osztalya, ahol i tetszéleges
formulaja PC-nek.

37. Tétel. A {Qy}, problémaosztdly nem eldinthetd.

Bizonyitds

Ha a {Qy} » broblémaosztély eldonthetd lenne, akkor eldént-
hetd lenne a ¢ — Tr (W, Q) tipust formuldkra vonatkozo sziitkebb
osztaly is. A 36. tétel miatt azonban ez csak akkor lehetne igaz, ha
eldontetd lenne a { Q7 }y, problémaosztaly, ami — mint a 35. tétel
kimondja — nem all fenn, s ezzel a tételt bizonyitottuk.

Tekintstiik végiil a kovetkez6 kérdést:

Q) Igaz-e, hogy |= 47

Es legyen {ng} » & ilyen kérdések osztalya, ahol ¢ tetszdleges
formuldja PC-nek. A teljességi tétel kimondja (22. tétel), hogy F
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akkor és csak akkor, ha | 1. Vagyis a 37. tétellel egytitt azt is
bizonyitottul, hogy

38. Tétel. A {Qib}@b problémaosztdly nem eldonthetd.

Megjegyzés

1

Elkeriilendé a félreértéseket, amelyekkel a populéris irodalom-
ban gyakran talalkozunk, ne gondoljunk tobbet a fenti eldonthe-
tetlenségi tételek mogé, mint amit valojaban bizonyitottunk! A
tételek nem azt dallityak, hogy az adott problémaosztalyba tartozo
problémdk nem donthetdk el algoritmikusan! A tételek azt allit-
jak, hogy nem létezik egyetlen algoritmus (Turing-gép), amely az
osztalyba tartozoé osszes kérdést meg tudja valaszolni.

2

A  Halting” probléma targyalasanal felbukkan az ,Onreferencia”
motivuma. Vilagosan kell latni azonban, hogy ennek nincs kiilo-
nosebb jelentdsége, és semmi koze nincs a ,megismerhetd-e a vilag,
amelynek mi is részei vagyunk” jelleg endofizikai problémahoz és
mas episztemologiai kérdéshez. Egyaltalan, a szoéban forgd mate-
matikal tételek mogott — még ha le is forditjuk Gket valamilyen
valosagos szituaciora — semmiféle metafizikai mélység nincs. Ami-
kor az univerzélis Turing-gép a * [ M| % x [[ M]] * stringet olvassa
be, akkor egyszertien olyan utasitasok Osszességét programozzuk
bele, melynek alapjan egyszerre kellene neki igent és nemet mon-
dania, amit nyilvan nem tud, ugyantgy, mint egy biciklivel nem
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lehet egyszerre jobbra és balra kanyarodni, vagy kérdéses mi torté-
nik egy autoval, ha egyszerre nyomjuk a féket és a gast.

12. Az aritmetika axidomai

Az aritmetika axiomatikus elméletét a PC(=)-ben fogjuk megfo-
galmazni:

(A1) = (0 = sz)

(A2) (sz = sy) — (z =)

(A3) x4+ 0=u

(Ad) z + sy = s(z +y)

(A5) z-0=0

(AG)x-sy=(x-y) +z

(A7) ((0) AV (P(2) — (sz))) — Vap(z)

ahol természetesen x =y, x +y illetve x -y az E(x,y), +(x,y)
illetve -(x,y) helyett all, ahol E az egyenlGség predikatum, + és
- pedig fliggvények. Az s fliggvény szemléletes jelentése a ,hozza-
adunk egyet” mitivelet, 1 pedig egy tetszileges formula. (A7)-et
az indukcio ariomasémdjdnak is szokas nevezni. Ezeknek az axio-

maknak a halmazat tgy fogjuk jelolni, hogy {aritmetika}.
HF

e Adjuk meg ebben a nyelvben azt a formulat, amelynek szem-
l1életes jelentése az lenne, hogy egy szam a masiknak osztoja.
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e Adjuk meg azt a formulat, amelynek szemléletes jelentése az,
hogy egy szam prim szam.

Vezessiik be a 1,2, 3, ... jeleket a kovetkezd terminusok jeldlésére:
1: s0
2: 850

ki s...85 0

k darab

Megjegyzés

1

A jelolésekben hasznaljuk a szamokat és irunk olyat, hogy k-
darab”, stb. Vegyiik észre, hogy ezek csak kényelmi, tipografiai
eszkozok, és nem torténik lényegi hivatkozas valamilyen ,el6zetesen
ismert aritmetikara’.

2

Gyakran olvashatunk az irodalomban olyan gondolatmeneteket,
amelyek a ,szandékolt interpretaciorol” szolnak. Természetesen,
lehet valamilyen intuicionk el6zetesen arrol, hogy az axiomatiku-
san felépitendd matematikai struktaratol mit varunk. De ennek
szigoru, elméleti, matematikai értelemben nyilvan nem lehet sem-
miféle jelentGsége. (A matematikiban egyébként is szamtalanszor
elfogadunk formalis elméleti gondolatmenetek utjan nyert konkli-
ziokat, melyek esetleg ellentmondanak a ,jozan észnek” vagy az
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el6zetes intuitiv varakozasainknak. Gondoljunk példaul arra, hogy
intuitive tobb racionalis szamnak kellene lennie, mint egész szam-
nak, mégis elfogadjuk a formalis bizonyitast, hogy a két halmaz
SZAMOoSsAaga azonos. )

Osszegezve tehat, az aritmetika ez, amit most axiomatikusan
felépitiink!

3

Természetesen lehet arrol beszélni, hogy egy axiomatikusan fel-
épitett aritmetika hasznos matematikai struktira-e szamunkra, ab-
ban az értelemben, hogy hasznalhato-e a vilag leirasaban, vagyis
a fizikai elméletekben. Tehat az aritmetika axiomatikus felépitése
soran lehet az a szandékunk, hogy egy olyan strukturat hozzunk
létre, amely majd alkalmas lesz — egy megfelels fizikai elmélet ré-
szeként — annak leirasara, hogy hogyan mitkodik a pénztargép,
vagy alkalmazhato lesz abban a fizikai elméletben, amelyet egy ju-
hasz hasznal a nyajba tartozo juhok nyilvantartasara, stb.

4

Egyel6re nem tudjuk tehat azt sem, hogy pl. ,2+2=4". Ezt
csak akkor allithatjuk, ha bebizonyitottuk. Tehat, bizonyitsuk be,
hogy 2 4 2 = 4!

39. Tétel. {aritmetika} -2 +2=4 a PC(=)-ben.

Bizonyitds
A jelolések definiciojat alapul véve tehat azt kell bizonyitanunk,
hogy ss0 + ss0 = s5550:
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1. 550+ ss0 = s(ss0 + s0) [(A4)-bdl|
2. 5(ss0+ s0) = ss(ss0+ 0) [(Ad)-bdl]

3. §s0 + ss0 = ss(ss0 + 0) [1. és 2. alapjan (E2) és (MP)
felhasznélasaval|

4. ss0 4 0 = ss0 [(A3)-bo]]

5. 880 + ss0 = ssss0 [3. és 4. alapjan (E3) és (MP) felhaszna-
laséavall

HF

Bizonyitsuk be, hogy ,2 -2 # 57 azaz, hogy {aritmetika}
—(2-2=05)!

5

Félreértések elkeriilése érdekében felhivjuk a figyelmet arra,
hogy az itt alkalmazott jelolések eltérnek a tankonyvekben szo-
kasos jelolésektSl. Az itt szamokkal jelolt 1,2, ..., és szamoknak,
tehat ,egynek”, | kettének”, stb. nevezett individuum konstansok
rendszerint valamilyen megkiilonboztets jelolést kapnak, 1,2, 3, ...
(lasd Crossley), vagy 00V, 02 0) (lasd Hamilton), stb. Es rend-
szerint nem is nevezik 6ket szamoknak, hanem ,szdmjegyeknek”,
szamneveknek” (numerals, numeral terms), megkiilonboztetésiil
az ,lgazi’ szamoktol, azaz valamilyen értelemben mar elézetesen
létezd szamelmélet szam-fogalmétol, melyeknek a fenti értelemben
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vett axiomatikus aritmetika valamiféle  axiomatizalt” elmélete. Az
itt szorgalmazott felfogas szerint azonban az aritmetika az, amit
itt axiomatikusan megadunk. Nincsenek ,aritmetikai igazsagok”
masok, mint amiket az axiomatikus aritmetikdban az axioméakbol
levezethetiink. Semmi okunk tehat arra, hogy éppen azt jeldljiik
valami massal, ami van, és azt jeloljiik 1,2, 3, .. .-mal, ami nincs!

13. Godel inkomplettségi tétel

13.1. Godel-szamozas

Egy formula Godel-szama
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Az aritmetikdban hasznalt jelekhez szamokat rendeliink:

0 & 1
s & 2
+ & 3

& A4
= & 0
(< 6
) & 7
, & 8
r & 9
| < 10
- & 11
N & 12
34 & 13

A véltozok jelolésére hasznéaljuk a x|, x|, 2|, . . . jeleket. Tekintsiik

az aritmetika egy formulajat, példaul

+(s(5(0)), 5(s(0))) = s(s(s(s(0))))

Ehhez a kovetkezSképpen rendeliink szamot:

+ (s (s .. ) ) )
3626 2 ... 7 7 7
2 35711 ... 113 127 131

23365276112 ... 113712771317
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Vilagos, hogy ezzel a modszerrel minden ¢ formulahoz egyér-
telmien hozzarendeltiink egy szamot. Ezt a szamot a ¢ formula
Gadel-szamdnak nevezziik, és [¢]-vel fogjuk jelolni. Természete-
sen, nem minden természetes szam Godel-szama valamilyen formu-
lanak. De ha az, a primfelbontés egyértelmiisége miatt, egyértelmd,
hogy milyen formula Godel-szamarol van szo.

Egy formula sorozat Godel-szama

Legyen o1, @9, @3, . .. formulak egy sorozata. A formulasorozat-
hoz rendelt Godel-szam: 2911392150931 ... Vilagos, hogy a prim-
felbontas egyértelmiisége miatt egy formulasorozat Godel-szama
egyértelmien meghatarozza, hogy milyen formulék sorozatarol van
sz0.

13.2. Godel-mondat

Tekintsiik a kovetkezs meta-elméleti (tehat az aritmetikarol szolo)
predikatumot:

PfM(x,y): az v Godel-szami formulasorozat az y Godel-szami
formula bizonyitésa.

Most kicsit bonyolitsuk meg:

PfM(x,y,2): o azon formula bizonyitasianak a Gdodel-széama,
melyet az y Godel-szamu, egy szabad valtozot tartalmazo formu-
1abol kapunk, tgy, hogy a valtozo helyére a z szamot (individuum
valtozot) helyettesitjiik.

A PfM(x,y, 2) allitdsra tgy tekinthetiink, mint szdmok kozotti
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relaciora, vagyis az allitas akkor és csak akkor igaz, ha a megfelels
relacio fennall. Ha mondunk harom szamot, x, y, z, akkor egyszert
aritmetikai algoritmusoknak a (természetesen bonyolult) sorozaté-
val eldénthetd, hogy a P fM(x,y, ) mondat igaz-e vagy hamis. Hi-
szen szamok primfelbontasat, és mas hasonlo aritmetikai mivelete-
ket kell ehhez elvégezni. (A megfeleld relacio rekurzive megadhato.)
Ennek alapjan megmutathato, hogy létezik olyan Pf(x,y, z) for-
muléaja az aritmetikanak, amelyre

{aritmetika} = Pf(x,y,2z) ha PfM(z,y,2) igaz 2)
{aritmetika} = =P f(z,y,2) ha Pf¥(x,y, z) hamis

Tekintsiik most a =3z P f(x,y,y) formulat az aritmetikaban.
Legyen ennek a formulanak a Godel-szama g. A kovetkezd mon-
datot Godel-mondatnak szokas nevezni:

—~JdzPf(x,9,9)
és G-vel fogjuk jelolni.

40. Tétel. Sem G, sem =G nem wvezethetd le az aritmetikdban,
tehat

{aritmetika} ¥ G
{aritmetika} ¥ -G

Bizonyitds

84



Tegyiik fel, hogy G bizonyithato, vagyis hogy {aritmetika}
—JzPf(x,g9,9). Legyen a bizonyitasat alkotd formulasorozat
Godel-szama m. Tekintettel arra, hogy a g Godel-szamu formula a
—3xPf(z,y,y), ez azt jelenti, hogy m a Gédel-szama azon formula
bizonyitasanak, melyet tgy kapunk, hogy a g Godel-szami formu-
laban a valtozo helyére g-t helyettesitiink. Azaz, a Pf*(m,g, g)
mondat igaz, mas széval az m, g, g szdmokra fennéll a megfelels
relacio, vagyis {aritmetika} F P f(m, g, g), ami ellentmondas.

Most tegyiik fel, hogy =G bizonyithato, tehat {aritmetika}
——3xPf(x,g,9), vagyis {aritmetika} + JzxPf(x,g,9). De az
az elsG részben éppen azt bizonyitottuk, hogy {aritmetika} #
—JzPf(x,g,g9), méas szoval, hogy nincs olyan formulasorozat,
amely bizonyitasa lenne =3z P f(x, g, g)-nek. Ez azonban azt je-
lenti, hogy 1 nem Goédel-szama egy megfelels bizonyitasnak, vagyis
PfM(1, g, g) hamis, hasonléan, Pf*(2, g, g) hamis, és igy tovabb.
Kovetkezésképpen,

{aritmetika} = —Pf(1,9,9)
{aritmetika} = =P f(2,9,9)

ami ellentmondas, ha feltessziik, hogy az aritmetika w-konzisztens,
ami azt jelenti, hogy nem létezik olyan egy szabad valtozot tartal-
mazd ¢(x) formula, amelyre egyszerre fennallna, hogy

{aritmetika} F dre(x)
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{aritmetika} F —¢(1)
{aritmetika} F —¢(2)
{aritmetika} F —¢(3)

A tétel alapjan tehat azt mondhatjuk, hogy az aritmetika vagy
nem w-konzisztens, vagy létezik benne olyan mondat, amelyre az
all, hogy sem 6, sem a negéltja nem bizonyithato.

Megjegyzés

Godel-féle eredeti bizonyitas kis modositasaval sikeriilt gyen-
gébb feltétel mellett is bebizonyitani a tételt, nevezetesen, hogy ha
az aritmetika konzisztens, akkor létezik benne olyan mondat, hogy
sem G sem a negaltja nem bizonyithato.

13.3. Bizonyitas és Igazsag

"Roviden, Godel megmutatta, hogy a bizonyitds az igazsagndl gyen-
gébb fogalom, figgetleniil a haszndlt axiomarendszertol.” — irja
Hofstadter a Gddel, Escher, Bach c. mivében. Vitatkoznunk kell
ezzel a széles korben elterjedt nézettel, noha a tétel jelentésének
egy ilyenfajta értelmezése nem all tavol Godel platonista nézetei-
vel. Tekintsiik at Gjra a Godel-tétel bizonyitasanak sémaéajat:
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Meta-matematikai Targy-elmélet

elmélet (aritmetika)
I
(M, S) 5 3
—
¥
M <~ L

Godel-szamozas

Vagyis, adott egy meta-matematikai elmélete az L formalis rend-
szernek. Ez azt jelenti, hogy adott egy méasik formaélis rendszer
M és egy szemantika S, ami M-et és L-et Osszekoti. Példaul olyan
mondatokat tudunk mondani M-ben, mint ,a ¢ formula L-ben nem
bizonyithato”, amely az L egy tulajdonsagéat hivatott allitani. Je-
16ljiik az egyszertiség kedvéért ezt a mondatot nb(¢)-vel. Az ilyen
és hasonl6 mondatoknak van egy Igazsdgo értelemben vett igaz-
saga az (M, S)-ben. Vagyis egy M-beli formula akkor igazl!, ha
az S szemantika értelmében 6 egy olyan allitas L-r6l, amely tény-
szertfen fennall L-re. Példaul, nb(¢) akkor igazd!, ha nem létezik
¢-nak bizonyitasa L-ben, més szoval, ha nem igaz, hogy ¢ igaz’.
A tétel bizonyitasaban ezek utdn megjelenik egy mésik leké-
pezés is, a Godel-szamozas altal generdlt ¢ leképezés. (Szokas
ezt Godel-izomorfizmusnak nevezni.) Gyakran tévesen azt allit-
jak, hogy ¥ megdrzi az igazsagot”, vagyis, hogy ha o igaz)!, akkor
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Y(«) igaz L-ben. Més szoval, hogy Godel-zsenialis triikkje éppen
az volt, hogy az aritmetikarél szolé meta-matematikai elméletet
reprezentalta magaban az aritmetikaban.

Errél azonban nincs sz6. Vegyiik észre, hogy a bizonyitas-
ban nem is hasznaltuk ki, hogy 9 egy igazsidg-megdrzé izomor-
fizmus lenne. Csupéan azt tettiik fel (lattuk be), hogy specilisan a
PfM(x,y, 2) tipusi meta-elméleti mondatokon az. Vagyis, hogy
ha PfM(z,y,2) Igazd!, akkor {aritmetika} + Pf(z,y,z2), ahol
Pf(x,y,z) ad (PfM(a:,y, z)) formulat jeloli, és ha PfM(z,y, 2)
nem Igazd!, akkor {aritmetika} = =P f(z,y, 2).

Téves tehat minden olyan megfogalmazas, hogy a G Godel-
mondat, vagyis a =3z P f(x, g, g) aritmetikai mondat azzal a meta-
elméleti jelentéssel bir, hogy G (vagyis sajat maga) nem bizo-
nyithaté L-ben”, vagyis nb(G). Ezt csak akkor mondhatnank, ha
valoban megadtunk volna egy olyan igazsag-megérzé leképezést
M-b6l L-be, amelyik kiterjed nb(G)-re is és amelyre igaz, hogy
Y (nb(G)) = G. Eppen a bizonyitott tétel teszi ezt lehetetlenné.
Ha ugyanis, G valoban reprezentalna az nb(G) meta-matematikai
allitast, akkor teljestilnie kellene, hogy nb(G) akkor és csak akkor
lgazd!, ha az 6t reprezentalo G = o (nb(G)) formula Igazl, azaz
-1 G. De a tétel szerint G nem bizonyithato, tehat az nb(G) meta-
matematikai allitas Igazd!, ezzel szemben nem aall fenn, hogy 7 G,
tehat G nem reprezentalhatja az nb(G) meta-elméleti mondatot.

Természetesen, ezzel egyiitt az is értelmetlen, hogy ,,a G mondat
»igaz«, hiszen azt allitja, hogy ¢ nem bizonyithato, és — minthogy
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bebizonyitottuk, hogy nem bizonyithatdo — igazat allit.”

Megjegyzés

Gyakori felvetés, hogy a tételben levezetett allitds dnmagéaban is
paradox. Az tudniillik, hogy van olyan mondata az aritmetikanak,
amelyre az all, hogy sem 6 sem a negéltja nem bizonyithato. Nem
kétséges, hogy a matematikai platonista szamaéara ez az tény zavar-
baejt6. Minthogy a matematika tanitasa erésen platonista szemlé-
letet alakit ki mar gyermekkorban, sokan gondoljék gy, hogy mivel
a Godel-mondat az aritmetika egy mondata, egy szamokrol tett ki-
jelentés, sziikségképpen vagy igaz vagy hamis. Nem tehetiink mast,
mint hogy hangsilyozzuk: aritmetika az, amit itt axiomatikusan
megadtunk. Es az mondhato igaznak” az aritmetikaban, amit az
adott rendszerben bizonyitani lehet.

14. Godel masodik inkomplettségi tétele

Az aritmetika akkor és csak akkor konzisztens, ha {aritmetika} ¥
0 = 1. Ha ugyanis {aritmetika} - 0 = 1, akkor (A1)-bdl és (A2)-
b6l azonnal a negaltja is kovetkezik, tehat a rendszer inkonzisztens.
Masfelsl, ha a rendszer inkonzisztens, akkor a 3. tételbdsl kovetke-
z6en barmilyen mondat levezethets, igy az is, hogy 0 = 1. Az
Laritmetika konzisztens” meta-matematikai allitas tehat ekvivalens
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azzal a meta-matematikai allitassal, hogy ,nem vezethetGle a 0 = 1
formula az aritmetikaban”.

Jeloljiik a 0 = 1 formula Godel-szamat k-val, és tekintsiik most
a kovetkez6 C'onsis-nek nevezett mondatot:

Ve-Pf(x, k)

Bonyolult bizonyitassal levezetheté az aritmetikaban, hogy
Consis — G ahol G a —3JzPf(x,g,9) Godel-mondatot je-
16li. Ha tehat Consis levezethetd lenne az aritmetikaban, azaz
{aritmetika} = Consis, akkor a {aritmetika} = Consis — G-bdl
(MP)-vel azonnal kévetkezne G, melyrdl viszont bebizonyitottuk,
hogy nem levezethets. Vagyis igaz a kovetkez§ tétel:

41. Tétel (Godel II. inkompletségi tétel). A Consis mondat
nem vezethetd le az aritmetikaban.

Megjegyzés

A tételt rendszerint tugy interpretaljak, hogy az aritmetika kon-
zisztenciajat nem lehet magaban az aritmetikdban bizonyitani. Ez
az interpretacié azonban hamis: Nem igaz, hogy a Consis mon-
dat, vagyis a Ve—Pf(x, k) a ,Nem vezethets le a 0 = 1 formula
az aritmetikaban”, vagy a vele ekvivalens , Az aritmetika konzisz-
tens” meta-elméleti mondatot reprezentalja. Ahhoz ugyanis, hogy
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a Consis valoban reprezentalja ,az aritmetika konzisztens” meta-
matematikai mondatot az aritmetikaban, (2) értelmében annak kel-
lene teljesiilnie, hogy 5 Consis, ha a rendszer konzisztens, és
-, =Consis, ha a rendszer inkonzisztens. De ez nem teljesiil! Hi-
szen éppen akkor, ha az aritmetika konzisztens, C'onsis nem tétel
(masodik Godel-tétel). Réadasul, amikor az aritmetika inkonzisz-
tens, akkor tétel.

Bizonyos értelemben semmilyen L rendszer konzisztencidjat
nem lehetséges magaban a renszerben reprezentalni a (2) értelem-
ben. Hiszen tegyiik fel, hogy v lenne az L azon formulaja, amelyik
az ,,L konzisztens” meta-matematikai mondatot reprezentalja. A
legtobb, ami megvalosulhat, hogy L konzisztens és a 1 mondat
levezethets. E tény azonban sohasem tekinthetd a konzisztencia
indikatoranak, hiszen v nyilvan akkor is levezethets, ha L inkon-
zisztens. A Consis esetében, mint megallapitottuk, a helyzet csak
rosszabb!

A helytelen értelmezés forrasa természetesen az, hogy az egyéb-
ként jelentés nélkili Vx—P f(x, k) formulat valamiféle intuici6 alap-
jan meta-matematikai jelentéssel ruhazzuk fel.
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15. Halmazelmélet

15.1. ,Naiv”’ halmazelmélet — formalis (axio-
matikus) halmazelmélet

Szokas azt mondani, hogy azért kell a halmazelméletet axiomati-
zalni”, mert a ,naiv’ halmazelméletben bizonyos paradoxonok fo-
galmazhatok meg, és az axiomatikus modszerrel ezek kikiiszobol-
hetdk. Természetesen nem ezért kell megadnunk a halmazelmélet
axiomatikus elméletét, hanem azért, hogy egyaltalan legyen hal-
mazelmélet. Mas szoval, nincs ,naiv’ halmazelmélet! (Legfeljebb
abban a didaktikai értelemben, ha egy tankonyvben bevezetiink
néhany halmazelméleti fogalmat és kimondunk néhény halmazel-
méleti tételt, anélkiil, hogy megadnank ezek bizonyitasat.)

Ernst Zermelo (1905) és Abraham Fraenkel (1920) utén, a hal-
mazelmélet itt targyalt axiomatikus elméletét ZF-nek szokés ne-
veznl.

A halmazelméletet a PC(=)-ben adjuk meg. Az egyenlGsé-
gen kiviil a nyelv tartalmazni fog egy kétvaltozos predikatumot,
€ (eleme”).

15.2. A halmazelmélet (ZF) axiéomai

(ZF1) daVu— (u € x)
(tires halmaz axioma) Mivel ez az axidma garantalja az tires halmaz
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létezését, bevezetjik az tres halmaz jelolésére a () jelet.

(ZF2) VaVy (Vu (u € x > u € y) <> x = y)
(meghatdrozottsagi axioma) Az axidma azt fejezi ki, hogy a halma-
zokat egyértelmtien meghatarozza, hogy mik az elemei.

Jelolés

u C v a kovetkezd formula roviditése: Vo (x € u — x € v)

(ZF3) VaVy32Vu(u € z s u=axVu=y)
(parazioma) Vagyis két halmazbol lehet képezni egy olyan halmaszt,
amelynek 6k az elemei.

Jelolés

Az axioma altal garantalt z halmazt szokas a kovetkezdképpen
jelolni: {x,y}

(ZF4) VzAyVz(z € y < Ju(u € x A z € u))
(az unio axiomdja)

Jelolés

Azt az objektumot, amelynek létezését (ZF4) garantalja Uz-el
fogjuk jelolni. Pl. két halmaz uniojara, vagyis az U {x, y} halmazra
bevezetjiik az x Uy jelolést.

(ZF5) VaayVz (z € y «» 2 C 1)
(a hatvdnyhalmaz axidmdja)

Jelolés

Az axioma altal garantalt y halmazt szokas 2%-el jeldlni.

(ZF6) Va3yo (z,y) — Vz3uVv (v € u > Jo(o € z A ¢ (0,v))),
ahol ¢ (z,y) tetszbleges két szabad valtozot tartalmazo formula,
melyben feltessziik, hogy a Vv és Vo kvantifikaciok nem fordulnak
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eld.
(helyettesitési axiomaséma)
(ZFT) Az (D ez AVy(y € x — y U {y} € x)) ({y} aroviditése

az {y, y}-nak)
(a végtelen halmaz axidmdja)

(ZF8)Vax (mx=0— Jy(yexA-Tz(z €yNz € x)))
(reqularitdsi axioma) Vagyis, hogy minden nem iires = halmaznak
van olyan eleme, amely diszjunkt z-t6l. Ezzel elérjiik azt, hogy
egyetlen halmaz sem lehet eleme 6nmaganak.

(ZF1)—(ZF8) elégséges ahhoz, hogy a matematika egy jelentds
részét felépitsiik. Pl. a természetes szamok egy modelljét a kovet-
kez6 halmazokbol all6 univerzumon adhatjuk meg:

00

1 {0}

2{0,{0}}

3{0,{0,{0}}}

ZFC

(AC) Tetszdleges nem iires x halmazhoz létezik olyan y halmaz,
amelyre igaz, hogy x minden elemével pontosan egy kozos eleme
van.

Kontinuum Hipotézis

(CH) Valos szamokbol allo tetszéleges végtelen halmaz vagy

megszamlalhato szamossagn, vagy kontinuum szamossagu.
E két utolsd axiomat illetGen kérdések meriiltek fel. Le lehet-e
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vezetni ezeket a (ZF1)-(ZF8)-bol? Es ha nem, konzisztens modon
hozzévehetSk-e az alap ZF rendszerhez, kiilon-kiilon, és egytitt?
Ezekre a kérdésekre részben 1938-ban Godel egyik munkajaban,
majd késébb (1963) Cohen munkiiban kaptunk valaszt. Godel
megmutatta, hogy ha a ZF konzisztens, akkor (AC) és (CH) kon-
zisztens modon hozzavehetd az axiomarendszerhez. Cohen azt mu-
tatta meg, hogy sem (AC) illetve (CH), sem a negéltjaik nem vezet-
hetdk le a ZF-bdl, tehat fiiggetlen axiomakrol van szo. (Egyméastol
is fliiggetlenek.)

Megjegyzés

1

Az interpretaciorol és a modell-elméletrél szolo fejezetekben
mélyen hallgattunk arrol, hogy honnan vannak halmazok és azo-
kon értelmezett relaciok. Pontosabban, hogy honnan vessziik,
hogy azok az Allitasok, amelyeket az interpretaciot jelentd hal-
mazelméleti strukturakra vonatkozoan tettiink, igazak. Ezek a
fejezetek most valtak teljessé, azzal, hogy megadtuk a halmazel-
mélet axiomait. Példaul, a 38. oldalon a teljesités fogalmanak
definiciojaban, A | P (x1,x2) [u1, us] akkor és csak akkor, ha
{ZF} F {uy,us} € R. Természetesen a modell-elméleti szeman-
tika még ezzel sem teljesen problémamentes. Hiszen az interpre-
talando els6rendd nyelv elemei és a halmazelméleten beliil, mint
masik els6rendd nyelven beliil definialt, az interpretaciot nyujto
struktira elemei kozotti megfeleltetés nincs valamely formalis, el-
s6rendi nyelv keretei kozott megadva, hanem a metanyelv, ha tet-
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szik a koznapi magyar nyelv segitségével van elmesélve. Valamint
a az teljesiilés definicidjaban val6jaban nem a ZF-ben levezethetd
allitasokra hagyatkozunk, hanem a ZF-rél sz6l6 metamatematikai
allitasokra. Vilagosan latszik ez a A = =P (1, x2) |u1, us] akkor
és 6s csak akkor, ha {ZF} ¥ {uy,us} € R’ definicioban.

2

Els6 pillantasra bizarrnak tinhet, a halmazelméletnek a mo-
delljeirsl beszélni, hiszen ez azt jelenti, hogy a halmazelméletnek
nincs semmi probléma, és formalisan ugyanigy jarunk el, mint mas
axiomarendszerek esetében.

3

Az axiomarendszerekkel kapcsolatban gyakran teszik fel a kér-
dést: ,Van-e valami, ami a szoban forgd axiomakat kielégiti?” Sét,
azt is meg szokas kérdezni, hogy ., Azok a dolgok, amelyeknek az axi-
6mairol van szo, kielégitik-e ezeket az axiémakat? Es azt is, hogy
.Vajon csak azok a dolgok tesznek-e eleget a szoban forgd axiomak-
nak, amelyeknek szandékunk szerinti axiomairdl van sz6?” Ezek
értelmetlen kérdések. Emlitettiik mar, hogy értelmetlen ,szandé-
kolt interpretaciorél” és valaminek az ,axiomatizalasarol” beszélni,
tovabba nincs ,standard aritmetika”, amelyet ,axiomatizalunk” és
nincs ,naiv halmazelmélet”, amelyet ,axiomatizalunk”. A szigoru
értelemben vett matematika szamara ezek az elméletek akkor 1é-
teznek, ha megadjuk a megfelel axiomatikus felépitését, méghozza
az itt megismert PC(=)-ben. Es ezek az elméletek semmi egyebek,
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mint amelyeket ilyen moédon axiomatikusan megadunk. Ontologiai
értelemben értelmetlen olyan ,dolgokrol” beszélni, amelyek ,eleget
tesznek” ezeknek az axiomaknak, vagy amelyek ,tulajdonsagait”
ezek az axiomak ,tiikrozik”. Amik léteznek, azok egyszeriien azok
a jelek és azok a szintaktikai szabalyok (mechanizmusok), amelyek
az adott deduktiv rendszerben hasznalatosak.

Ez természetesen a lehetséges matematikai-filozofiai iranyzato-
kon beliil egy radikalisan formalista allaspont, s az olvasd mas fel-
fogast konyvekben mas allasponttal talalkozhat. (A filozofiai ter-
mészetl kérdésekben, mint a legtébb nyitott tudomanyos kérdés-
ben, az a szép, hogy egymaéssal vitatkozo allaspontok lehetségesek.
Ez persze nem jelenti azt, hogy a filozofiai kérdésekkel kapcsolat-
ban tetszdleges allaspont hangoztathato. Egy-egy felfogas mogott,
jol kimunkalt argumentumok sora hizodik meg.) Az itt képviselt
formalista allaspont aldtamasztasaul egyetlen, alapvetSen episz-
temoldgial argumentumot emlitiink meg, melyet az olvaso figyel-
mébe ajanlunk minden més, a formalizmustol eltéré matematika-
filozofiai iranyzat értékelésének kritériumaként. Nevezetesen, an-
nak megfontolasat, hogy ,Honnan tudjuk, hogy egy matematikai
allitas helyes?” Ha a deduktiv rendszerben megadott axiomatikus
elmélet ,valaminek az axiomatikus elmélete”’, honnan tudjuk, hogy
az a valami micsoda és hogy eleget tesz-e az axioméaknak, hogy mik
a tulajdonsagai, hogy valamely rajuk vonatkozo6 allitas helytallo-
e, stb. A vilagban létezd fizikai dolgokrél minden ismeretiink a
tapasztalatra épiil. Minden elméleti kovetkeztetésiink probaja a
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tapasztalat. A matematikai objektumokra vonatkozo allitdsok he-
lyességének forrdsa nem lehet a tapasztalat, az nyilvanvalo. Senki-
nek sem jut eszébe, hogy a laboratoériumba siessen eldonteni, hogy
a 6 paros szam-e, vagy hogy egy megszamlalhatoan végtelen sza-
mossagu halmaz hatvanyhalmazanak szamossaga nagyobb-e, mint
az eredeti halmaz szamossidga! Nyilvanvalo, hogy nem az egyes
személyek intuicidjan alapuld szubjektiv vélekedésekrsl van szo,
s6t, még csak nem is valamiféle egyetemes emberi intuicion alapulod
kozvélekedésrdl, hiszen ezeknek az allitdsoknak a helyességét nem
pszichologusok, vagy szociologusok, vagy kozvéleménykutatok don-
tik el, hanem matematikusok. Méghozza tgy, hogy bebizonyitjak,
azaz, jOl definialt szabalyok szerint egyértelmiien megadott axio-
makbol levezetik.
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