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1. Mi alogika?

Tudomaéanyszociolégiai értelemben a logika a matematika
egyik dga ES a filozofia egyik dga. (A vildg nagy egyetemein
pl. matematika és filozoéfia tanszékeken is szokds logikdval
foglalkozni.)

Egy logika altalaban a kovetkez6kbdl all:

e Formélis nyelv
e deduktiv (kovetkeztetési) rendszer

e modell-elméleti szemantika (mi mit jelent, mi mikor igaz
vagy hamis, stb.)

Ezek tipikusan matematikai fogalmak.

Filozo6fiai értelemben—azt szokds mondani—a logika a he-
lyes gondolkodas/kovetkeztetés tudomanya. A kovetkezte-
tés episztemikus (a megismeréssel Osszefiiggd) mentalis akti-
vitds. Milyen filozo6fiai relevancidja van tehat a logika mate-
matikai aspektusainak? Szokasos valaszok:

e alogika a helyes gondolkodéds mélystrukturaja

e a természetes nyelvet, elégtelenségei miatt, egy formali-
zalt nyelvvel és a formalizalt kovetkeztetési szabadlyok-
kal kell helyettesiteni



e alogika a természetes nyelv matematikai modellje

Az igazi kérdés tehat az, hogy

2. Mi teszi a logika kovetkeztetési sza-
balyait ,helyessé”?

Alapvetden az IGAZSAG-MEGORZO TULAJDONSAGA, vagyis,
hogy igaz premisszdkbdl igaz konkluzidkra vezetnek.

Bér attételesen beépiil a raciondlis gondolkodas és érvelés tar-
sadalmilag/torténetileg kialakult norméiba, mindenekel6tt a
nyelv haszndlataval 0sszefliggd tdrsadalmi normékba, s ezért
ugy tlinhet, hogy semmiféle tapasztaldsra nincs sziikség egy
kovetkeztetés helyességének megitéléséhez, ez a tulajdonsag
alapvet6en EMPIRIKUSAN tesztelhetd.

ha a premisszdk igazak = a kovetkeztetések igazak

) )
vilag tényei vildg tényei
A logikai kovetkeztetés helyességének kérdése ott tlinik

problematikusnak, ahol ezt a legkevésbé varnank: A MATE-
MATIKABAN! Mi teszi helyessé azt a kovetkeztetést, hogy

ha az Euklideszi axiéméak igazak =-igaz, hogy a* + b* = ¢*

Honnan tudjuk ugyanis, hogy a 4+ b* = ¢* igaz?!
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3. Mi tesz egy matematikai Aallitast
igazza?

3.1. Realizmus, platonizmus, intuicionizmus

A REALIZMUS szerint (pl. J. S. Mill) a matematikai dllitdsok akkor
igazak, ha megfelelnek a minket koriilvevo fizikai valdsdgnak. Més
szoval, a matematika empirikus tudomény: a matematikai al-
litasok a fizikai vildg legéltalanosabb tulajdonsagait fejezik ki.
E felfogas fontos szerepet toltott be a matematika torténeté-
ben, manapsag azonban senki sem gondolja komolyan, hiszen
a matematika fogalmai nincsenek kozvetlen megtelelésben a
valésag elemeivel, példaul a végtelen fogalménak semmi sem
felel meg a kiils6 (a matematikan kiviili) vildgban.

A MATEMATIKAI PLATONIZMUS a matematika klasszi-
kus fogalmainak ondllo létezést tulajdonit, tiggetlentil attdl,
gondoljuk-e azokat vagy nem, s gy véli, a matematikai alli-
tdsok igazsagat pusztan e fogalmak analizisével, logikai titon
fedezhetjiik fel.

AZ INTUICIONISTAK tagadjdk a matematikai objektumok-
nak — az értelemszertien véges — konstrukcidjuktol fiiggetlen 1é-
tezését, am helyette ,sajat isteniik” (Curry kifejezése!), az In-

'Haskell B. Curry: Outlines of a Formalist Philosophy of Mathematics, North-Holand,
Amsterdam 1951.



tuici6 1étezésében hisznek, vagyis valami olyasmiben, ami az
egyetemes emberi értelem szdmadra a priori adott, garantdlva

////

REALISTAK, PLATONISTAK ES INTUICIONISTAK mind hisz-
nek azonban abban, hogy a matematikai allitdsoknak jelenté-
siik van, s ha — a Hilbert-programot kovetve — formalizaljuk is
a matematika nyelvezetét, azt azért tessziik, hogy e jelentést
precizebben és tomorebben adhassuk vissza.

3.2. A MATEMATIKA FORMALISTA FELFOGASA

szerint az igazsag ezzel szemben az, hogy a matematikai objek-
tumoknak nincs jelentése. A matematika a formalis rendszerek
tudomanya: Jeleket definidlunk és szabdlyokat, melyek alapjan
e jeleket kombindlhatjuk. Ahogy Hilbert mondta ,, A matema-
tika egy jaték, melyet a papirlapra irt, jelentés nélkiili szimbo-
lumokkal jatszunk, egyszerti szabdlyok szerint.” ,Pont, egye-
nes és sik helyett folyamatosan mondhatnank, asztalt, széket
és sOroskorsot” —mondta egy mésik alkalommal az euklideszi
geometridra utalva.

A matematikdnak semmi koze nincs a végtelen metafizikai
fogalmédhoz, és kozOmbos a térre, iddre, valdszintliségre vagy
a folytonossagra vonatkoz¢6 intuiciénkkal szemben. A mate-
matika nem produkadl, és nem old meg Zénén-paradoxonokat!
,Leirhatok egy jelet, mondjuk a-t, és elnevezhetem az egész
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szamok kardinalitdsanak. Aztan rogzithetem a rd vonatkozo
manipulacios szabalyokat”, mondja Dieudonné.” Az egész fi-
nitista probélkozas felesleges. Ha a papirra azt irom 10107, ez
éppugy csak egy jel, amellyel manipuldlhatok, mint barme-
lyik mas. A matematika jelenlegi gyakorlata azt mutatja, hogy
minél precizebben latjuk be valamely matematikai allitas igaz-
sagat, annal nyilvanvaldbb, hogy 6t kizardlag az teszi igazza,
hogy levezethet6 az rendszer axiémdibol a rendszerben érvé-
nyes kovetkeztetési szabadlyok segitségével — fliggetleniil attdl,
hogy egyébként milyen filoz6fiai nézeteket vall egy matema-
tikus. JOl jellemzi a helyzetet Jean Dieudonné-nek, a francia
Bourbaki csoport egyik vezéralakjanak sokat idézett mondésa
: ,In everyday life, we speak as Platonists, treating the ob-
jects of our study as real things that exist independently of
human thought. If challenged on this, however, we retreat to
some sort of formalism, arguing that in fact we are just push-
ing symbols around without making any metaphysical claims.
Most of all, however, we want to do mathematics rather than
argue about what it actually is. We're content to leave that to
the philosophers.”
Tehat,

1. A formalizmus lényege, hogy egy Aallitds bizonyitasa-
nak/levezetésének létezése nem madas, mint a széban

2Lasd Arend Heyting: Intuitionism: an Introduction, North-Holland, Amsterdam 1956.
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forg6 allitas igazsdgfeltétele.

. Az axiomék sem azért ,igazak”, mert valamiféle referen-
cidgjuk van a valdsagos (vagy valamiféle platoni) vilagra,
hanem mert (trividlisan) levezethet6k (tudniillik az axio6-
méakbol), més szoval definici6 szerint igazak.

. A matematikaban az igazsag fogalma 4ltalaban értel-
metlen, csak egy adott axiomarendszerre nézve értelmes
(ahol az axiémarendszerbe a kovetkeztetési szabalyokat
is beleértjiik). Annak a kijelentésnek, hogy ,,a harom-
sz0g szogeinek Osszege 180 fok” az igazsdgarol nincs ér-
telme anélkiil beszélniink, hogy ne specifikdlnank, hogy
melyik axiomarendszerben (tehat melyik geometridban)
van értve.

. A matematika torténete ebben a vonatkozdsban nem
egységes. A matematika redlis interpretacidja példaul
szinte kihalt a nem-euklideszi geometridk megsziiletése
utan. Korabbi korokban elfogadottnak tekintett bizonyi-
tdsokat ma nem tekintiink elfogadhat6, preciz formalis
bizonyitasnak. Mint — kissé sarkitva — Russell irja Bo-
ole Laws of Thought-ja (1854) volt ,az els6 konyv, amelyet
matematikdrol irtak”.
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3.3. Matematikai elmélet mint formalis rendszer

Altaldban tehat egy matematikai elmélet egy formélis nyely,
amely szimbolumokat tartalmaz, szintaktikai szabélyokat
arra nézve, hogy ezekbdl a szimbo6lumokbdl hogyan lehet
Osszetettebb un. formuldkat és formula-sorozatokat el6alli-
tani, és logikai szabalyokat, amelyek kovetkeztetési szabalyo-
kat mondanak ki bizonyos formulak , 4talakitdsara”, egyikrol
a masikra val6 , attérésre”.

Példa (Paul Lorenzen)

Jelek: Olyan stringek, amelyek két bet{ib6l &llnak, a és b.

Axiomak:

a
L=¢ XFXb (Rulel)
X FaXa (Rule?2)

Példaul,
Tétel: aababb
Bizonyitas:

a - ab + aaba v+ aabab + aababb
(1) (2) (1) (1)

(lasd komputer program!)
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3.4. Ha a matematika csak jelentés nélkiili szim-
bolumokbél &ll, hogyan lehet, hogy alkal-
mazhat6 a valésagra?

E kérdés tévedésen nyugszik: a matematika nem ,,alkalmaz-
hat6” a valosdgra. A fizikai elméletek, azok valdban referdlnak
a val6sag elemeire!

Egy P fizikai elmélet — idedlis esetben — két komponens-
bdl &ll: P = L+ S, ahol L egy formdlis rendszer, melyben
altalaban felhaszndlunk kordbban, a matematikdban és a logi-
kaban konstrudlt formalis rendszereket, S pedig egy, a forma-
lis rendszerbdl az empirikus vildgba mutaté szemantika. Pél-
daul, bizonyos fizikai elméletben a tér-koordindtaknak mint
fizikai mennyiségeknek a lefrasdban az euklideszi geometria
alkalmazva van. Ennek a ténynek azonban semmi kdze sincs
az olyan matematikai allitdsok igazsdgéhoz, mint a* + b* = c*:
egy ilyen 4llitds egyszertien azért igaz, mert levezethet6 a sz6-
ban forgo6 rendszer axiomaibol.

Természetesen, érdekes filozoéfiai kérdés, hogy hogyan mii-
kodik az S szemantika. Ennek a kérdésnek azonban semmi
koze sincs a matematikai problémdakhoz! Jol latszik ez, ha
arra gondolunk, hogy a fizikai tér(id6)re vonatkozo6 1j kisérleti
tény megvaltoztathatja a fizikai elméletet, példdul az egész
euklideszi geometriat egy masikkal valtjuk fel — legaldbbis a
relativitaselmélet torténetének szokdsos értelmezése szerint —,
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mig ez a valtozas teljesen érintetleniil hagyja magat az eukli-
deszi geometriat.

A P fizikai elmélet egy A mondata két kiilonb6z6 értelem-
ben lehet igaz:

Igazsdg:: A egy tétele L-nek, vagyis levezethet§ L-ben
(ami egy matematikai igazsag az L formalis rendszeren beliil,
vagyis az L formalis rendszerre vonatkozo6 tény).

Igazsag,: Az S szemantika szerint, A a vilag egy (az elmé-
let &ltal leirt rendszerre vonatkozd) empirikus tényére referal.

Példaul, , A ponttoltés elektrosztatikus tere ’;—8" mondat
a Maxwell-féle elektrodinamika egy tétele — levezethetjiik a
Maxwell-egyenletekb6l —, mésfeldl, a Maxwell-elmélet szim-
bélumait az empirikus vilaggal 6sszektd szemantika szerint,
a ponttoltésre vonatkozo tényt fejez ki.

Az elmélet célja, hogy e kéttéle igazsdgfogalom minél na-
gyobb mértékben egybeessen. A két igazsdgfogalom egybe-
esése azonban empirikus kérdés: Az Igazsag; és az Igazsag,
egymadstol teljesen fliggetlenek, abban az értelemben, hogy az
egyikbdl nem kovetkezik automatikusan a mésik. S6t, tegytik
fel, hogy I' igaz, mondatoknak egy halmaza, tovdbbé, hogy A
levezethet6 I'-bdl az L rendszerben. Nem teljestil automatiku-
san (ha tetszik, a priori), hogy A egy igaz, mondat. Ez ugyanis
egy empirikus kérdés. Ha az, akkor ez a tény megerd&sitheti az
egész P = L + S fizikai elméletet, beleértve az L-beli kovetkez-
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tetési szabadlyok P-ben val6 alkalmazhat6sagat is. Tehat, 1) a
logika szabélyait épptgy mi taldljuk ki, mint a matematika
mads részeit, 2) a logika szabalyainak alkalmazhat6saga a vilag
leirasara szolgdal6 elméletekben, egy empirikus kérdés, amely
3) elvélaszthatatlan a fizikai elmélet tobbi részének empirikus
kontirméacigjatol. Kovetkezésképpen az az allitas, hogy a , lo-
gika a helyes kovetkeztetés tudomanya” egyszertien értelmet-
len.

4., Meta-matematika

A meta-matematika a matematikardl, illetve a matematika egy
elméletérol sz616 elmélet. Minthogy egy matematikai elmélet
nem szO0l semmirdél, a benne szerepld szimbélumoknak nincs
abban az értelemben jelentése, hogy referdlndnak valamire a
valésagban, igy a meta-matematikai elmélet nem lehet mate-
matikai elmélet. A meta-matematikai elmélet valdjdban egy
fizikai elmélet (abban az altaldnos értelemben, ahogyan azt
definialtuk):

Meta-matematikai Targy-elmélet,
elmélet pl. aritmetika
S
(M,S) = L
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Tehat egy meta-matematikai elmélete az L formélis rendszer-
nek azt jelenti (azt kell[ene] jelentenie), hogy adott egy ma-
sik formadlis rendszer M és egy szemantika S, ami M-et és
L-et 6sszekoti. Példaul olyan mondatokat tudunk mondani
M-ben, mint ,az A formula L-ben nem bizonyithat6”, amely
az L egy tulajdonsagat hivatott allitani. Jeloljiik az egyszerti-
ség kedvéért ezt a mondatot nb(A)-val. Az ilyen és hasonl6
mondatoknak van egy Igazsag, értelemben vett igazsdga az
(M, S)-ben. Vagyis egy M-beli formula akkor igaz}!, ha az S
szemantika értelmében 6 egy olyan 4llitds L-r6l, amely tény-
szer(ien fennall L-re. Példaul, nb(A) akkor igaz)!, ha nem 1é-
tezik A-nak bizonyitdsa L-ben, mas sz6éval, ha nem igaz, hogy
Aigazt.

Azonban, mint minden mds fizikai elmélet esetében Igazsag)!
semmibdl nem vezethet§ le. Még egyszer, ugyantgy, ahogyan
semmibd&l nem lehet pl. levezetni, hogy a Maxwell-egyenletek
Coulomb-mez8 megoldasa valéban azonos a ponttoltés kortili
mezdvel. Mert ez empirikus kérdés. Ezt majd szemel6t kell
tartanunk az olyan tételek értékelésekor, mint a Turing-gépek
megallasi problémadja, vagy a Godel nem-teljességi tétel.
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5. Els6rendii formalis nyelv

51. Abécéje
e individuum valtozék halmaza: xq, x5, x3, . ..
e individuum konstansok (esetleg nincs): a;, a4, as, . .
o fliggvény-jelek (esetleg nincs): f”

e egy- vagy tobbvéaltozos predikdtum-jelek (esetleg nincs):
P

e kétlogikai konnektiv: - (nem) — (ha...akkor, implikélja)
e egy kvantifikdtor: V (minden, univerzalis kvantor)

e mellékszimb6lumok: (,, és ) (a bal zérdjel, a vesszs és a
jobb zarojel)

Megjegyzés

e A ,nem (negécid)”, ,ha...akkor (implikaci6)”, valamint
,minden” szavak csupdn a szimbdlumok elnevezései
(matematikai terminusai), nem szabad e szimbélumokra
ugy gondolni mint amiknek ilyen jelentése van. Ezzel
szemben a ,halmaz” sz6 nem halmazelméleti terminus-
ként van haszndlva (hiszen még nincs halmazeléletiink!),
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hanem abban a hétkoéznapi értelemben mint szimbdlu-
moknak a sokasdga. Eppen ezért, ezen a ponton, keriil-
juk az olyan 4llitasokat, mint hogy , megszdmlalhatéan
végtelen individuum valtozénk van”, stb.

e ,FEls6rend?i” arra utal, hogy van benne kvantitikdlas
(nem nulladrendi) viszont csak individuum valtozékra
vonatkoznak (nincsenek predikatum valtozok és azokra
torténd kvantifikalas, stb.)

o A filiggvény-jelekre nem szabad itt tgy gondolnunk,
mint (a naiv halmazelméletben, mas széval, korabbi
tanulméanyaikban megszokott) ,fliggvényre”, vagyis
,hozzarendelésre”.  Csak egy jel, egy szintaktikai
egység, melynek segitségével lehet olyat irni, hogy
it b, .. . t).

5.2. Terminus (term)
A terminus fogalmat a kovetkez6 definicioval adjuk meg;:

1. az individuum valtozok és az individuum konstansok
terminusok.

2. Ha f" egy fliggvény-jel, és ti, ty, ... t, terminusok, akkor
" (t1,ta, .. . t,) is terminus.
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3. Mas nincs.

5.3. Helyesen képzett formula (well-formed for-
mula, wf)

(a) Ha ty,ty,...t, terminusok, akkor P" (t,t,,...t,) egy wi.
(Az ilyet atomi formuldnak hivjuk.)

(b) Ha ¢, ¢ tetszbleges két wf, akkor (¢ — @) is és —¢ is
az.

(c) Ha x egy individuum valtozo és ¢ egy wf, akkor Vx¢ is
wit.

(d) Mas nincs.

Roviditések

A kovetkez0 roviditéseket definialjuk:

¢V (vagy) arra, hogy (—¢ — )

¢ A (és) arra, hogy — (¢ — —)

¢ < P (akkor és csak akkor) arra, hogy (¢ — ) A (P — ¢)

dx¢ (1étezik, egzisztencialis kvantor) arra, hogy — (Vx—¢)

Megjegyzés

A ,vagy (diszjunkci6)”, ,és (konjunkcio)”, stb. elnevezé-
sek is csupan matematikai szakkifejezések. Nem kell hozza-
juk a hétkdznapi nyelvhasznélat szerinti jelentést tarsitanunk.

HF

Mutassuk meg, hogy a {—, —} konnektivek helyett hasz-
nalhatnank a {—, A} vagy {—, V} parokat is a rendszer defini-
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cidjdban! Hogy pl. ¢ A ¢ értelmezhets tgy mint = (—¢ V —¢p)
roviditése (magat a formuldt De Morgan-azonossdgnak hiv-
juk), etc. Hasonl6képpen, V helyett kezdhettiik volna 3-kel.
Kotott és szabad valtozo
Egy valtozot kotott viltozonak neveziink, ha egy kvantifika-
tor vonatkozik rad. Egyébként szabad viltozénak nevezziik.

Példaul:

e A JxP(x,y) formuldban (roviden formuldnak fogjuk ne-
vezni a wf-t) x kétszer kotott valtozoként van jelen, y sza-

bad.

e A VxVy(P(x,y) — Q(y)) formuldban x és y min-
den el6forduldsa kotott. A Vx kvantifikdlas hatokore
a Vy(P(x,y) — Q(y)) részformula. A Vy hat6kore a
P(x,y) — Q(y) részformula.

o AVx (P(x,y) — YyQ(y)) formuldban az x kétszer kotott,
az y egyszer szabad és két helyen kotott.

Egy ¢ formuldban a t terminus szabad az x vdltozéra nézve, ha x-
nek nincsen ¢-ben olyan szabad el6foduldsa, amely beleesik
valamely t-ben el6fordulé y valtozéra vonatkozé Vy kvantifi-
kacio hatékorébe. Mas szdoval, t terminust blintetlentil behe-
lyettesithetjiik x minden ¢-beli szabad el6forduldsaba, anél-
kiil hogy 0sszetiitkozésbe kertilnénk a ¢-ben elé6fordulé kvan-
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tifikdciokkal (ellenkezd esetben ugyanis erdsen megvaltoz-
tatna a formula , értelmét”). Tekintsiik a

VxP (x,y) = VzQ (z,y)

formulat. Ebben a formulédban példaul az f?(x,v) terminus
nem szabad y valtozéra nézve. Azért nem, mert y-nak van
szabad el6forduldsa egy Vx kvantifikdcié hatokorében, mi-
kdzben f2(x,v)-ben el6fordul x (tehat ha f2(x, v)-t behelyette-
sitenénk y helyére, azzal egy tjabb x-et hoznénk be a kvantifi-
kaci6 ald) . Ezzel szemben példdul ¢*(y, z) szabad x-re nézve,
vagy Y szabad x-re nézve.

Mondat

Egy formulat mondatnak (vagy zdrt formuldnak) neveziink,
ha nem tartalmaz szabad valtozot.

Prenex formatum

Egy formulat prenex formdtumiinak mondunk, ha a kovet-
kezd alaku:

(K1X1) (K2X2) “e (Knxn) (P

ahol minden K; vagy V vagy 3, ¢ pedig egy olyan formula,
amelyben nincs kvantifikaci6. (Az olyan formuléat, amelyben
egyaltalan nincs kvantifikdlds prenex formatumunak tekint-

jiik.)
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6. A predikatum kalkulus (PC)

6.1. A PC axiomai és a kovetkeztetési szabalyok

A PC egy, a fenti értelemben vett formélis nyelv +

Axiomék (Axidéma sémdk)

A kovetkezbkben, ¢, ¢, x formuldk, x,v,y1,y2,...Yn, ...
valtozok, és jelolje ¢(y) az a formulat, melyet tgy kapunk,
hogy a ¢(x) formuldban az x véltoz6t, annak minden szabad
el6fordulédsa esetében y-nal helyettesitjiik.

(PC1) (9 — (¢ — )

PC2) (¢ = (Y= x)) = (¢ = ¢) = (¢ = X))

(PC3) ((—¢ — ~¢) = (¢ — ¢))

(PC4) (Vx (¢ — ¢) — (¢ — Vxy))  ha x nem fordul el6
szabadon ¢-ben.

(PC5) (Vx¢ — ¢)  ha x nem fordul el6 szabadon ¢-ben.

(PCo6) (Vxp(x) — ¢(t)) feltéve, hogy a t terminus szabad
x-re nézve ¢(x)-ben.

Kovetkeztetési szabalyok

(MP) ¢-b6l és (¢ — 1)-b6] kovetkezik ¢  (Modus Ponens)

(G) ¢p-bdl kovetkezik Vx¢p (Generalizacio)

Megjegyzés

o Az axiomak tehat egyszertien a nyelv kivélasztott for-
muldi. (,,Alapigazsagok”, stb. csak verbalis dekoracio).
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e Egy formdlis nyelv + néhdny axiéma + a kovetkeztetési
szabdlyok egydtittesét altalaban formadlis rendszernek hiv-
juk.

PC egy tétele

Ha a PC egy ¢ formuldja véges szdmu lépésben levezethetd
az axiomékbol a kovetkeztetési szabalyok alkalmazasaval, ak-
kor a ¢-t tételnek nevezziik és azt frjuk, hogy - ¢.

Bizonyitas

Egy bizonyitds formulaknak egy (véges) sorozata, ugy,
hogy mindegyik formula vagy axiéma, vagy a sorozatban sze-
replé korabbi formuldbdl van levezetve a kdvetkeztetési sza-
bélyok valamelyikének alkalmazadsaval. A sorozat utolso for-
muldja nyilvanvaléan egy tétel. (Tulajdonképpen a sorozat
minden formuldja egy tétel).

¢

Gyakran extra axiomdakat adunk a rendszerhez és a b6vebb
rendszerben konstrudlunk bizonyitasokat. Ha 2. ilyen extra
axiomék halmaza, akkor azt irjuk, hogy ~ = ¢, ha ¢ levezet-
hetd abban a bdvebb rendszerben, melyet tigy kapunk, hogy
a X-ba tartoz6 formuldkat mint axiémékat hozzdadjuk az ere-
deti PC axiémékhoz.

PC egy kiterjesztése

Azt a formdlis rendszert, melyet PC-bdl igy nyeriink, hogy
a PC axiomadit egy X formula halmazzal bovitjiik, PC PC(X)
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kiterjesztésének nevezziik.

Konzisztencia

Formulédk egy X halmazardl azt mondjuk, hogy konzisztens,
ha nem létezik olyan ¢ formula, melyre egyszerre fenndllna,
hogy 2 I~ ¢ és 2. = —¢.

Bizonyitottan ekvivalens formulédk

Két ¢ és i formula bizonyitottan ekvivalens, ha = (¢ <> ).
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Kis kitér6: Kijelentéskalkulus

Alphabet of symbols:
~,D,(,),p,q,1, etc.
Well-formed formulas:

1. p,q,r, etc. are wfs.
2. If A, B are wfs. then (~ A), (A D B), are wfs.
3. All wfs. are generated by 1. and 2.

Axiom schemes:
(SC1)AD (BD A)
(SC2) (AD(BDC)D((ADB)D(AD(Q)))
(SC3) (((~A) D (~B) D (B> A)))

Modus Ponens:
(MP) A and (A D B) implies B

A kijelentéskalkulus konzisztencidjanak ,bi-
zonyitasa”

Definition:
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A coloring of SC is a function v whose domain is the set of
wfs. of SC and whose range is the set {red, blue} such that, for
any wis. A, B of SC,

(i) o(A) # v(~ A)

(ii) v(A D B) = blue if and only if v(A) = red and v(B) =
blue

Definition:

A wfs. A is stably red if for every coloring v, v(A) = red.

Proposition 1:

For every formula A, if A is a theorem of SC then A is
stably red.

Proot:

Let A be a theorem. The proof is by induction on the num-
ber n of wfs. of SC in a sequence of wfs. which constitutes a
proof of A in SC.

n =1 Aisanaxiom. One can easily verify that every axiom
of SC is stably red.

n > 1 Induction hypothesis: all theorems of SC which have

proofs in fewer than 7 steps are stably red.
Assume that the proof of A contains n wfs. Now, either A is
an axiom, in which case it is stably red, or A follows by (MP)
from previous wfs. in the proof. These two wfs. must have
the form B and (B D A). But, since B and (B D A) are stably
red, it follows from (ii) that A is stably red.

Proposition 2:
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SC is consistent.

Proof:

As is known (nemsokéra be fogjuk bizonyitani!), one can
easily proof that if both X and ~ X are theorems in SC then
arbitrary formula is a theorem. Consequently, if there exists
at least one formula in SC which is not a theorem, then SC is
consistent. By virtue of Proposition 1 one has to show that
there is a formula Y in SC which is not stably red, that is, there
is a coloring v such that v(Y) = blue. Let Y be ~ p D g. Taking
into account (i) and (ii), v(Y) is determined by v(p) and v(gq).
Since v(Y) = blue whenever v(p) = blue and v(gq) = blue, Y
cannot be a theorem of SC.

Formalis (kétértékii) értékelés (szemantika)

Igazsagérték

Igazsagérték egy olyan fliggvény, amelynek értelmezési
tartomanya a SC formdlinak halmaza, értékkészlete pedig az
{Igaz, Hamis} halmaz, és az alabbi tulajdonsagokat elégiti ki:
A PC tetsz6leges két A, B formuldjara

(i) v(A) # o(~ A)

(ii) v(A D B) = Hamis akkor és csak akkor ha v(A) = Igaz
és v(B) = Hamis

Taulologia
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Az A formulat tautologidnak nevezziik, ha tetszbleges v
igazsagértékfiiggvényre teljestil, hogy v(A) = Igaz.

A fenti tételekbdl kovetkezik, hogy az SC minden axiémadja
tautologia, és SC minden tétele tautologia.
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6.2. Elemi tételek

1. Tétel. Tetszdleges ¢ formuldra ¢ — ¢.
Bizonyitds
L ¢ = ((¢ = ¢) = ¢) [(PCL)-bS]]

2.(0 = ((@—=¢) = ¢) = (¢—(p—¢) = (¢—9¢)
[(PC2)-b6]]

3. (¢ = (¢ = @) = (¢ — ¢) [1. és 2. alapjan (MP)-bd]]
4. ¢ — (¢ — ¢) [(PC1)-bd]]
5. ¢ — ¢ [4. és 3. alapjan (MP)-vel]

2. Tétel (Szintaktikai kompaktsag). Legyen X formuldk egy
halmaza. ¥ & ¢, akkor és csak akkor, ha ¥ valamely véges X' ré-
szére X = ¢.

Bizonyitds

A tétel trividlis kovetkezménye annak a ténynek, hogy
minden bizonyitas formulédk egy véges sorozata.

3. Tétel. Ha a X formulahalmaz inkonzisztens (nem konzisztens),
akkor tetszdleges formula levezethetd belole, tehdt X = ¢ minden

¢-re.
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Bizonyitds

Feltevésiink szerint tehat van olyan ¢ formula, hogy > I~ ¥
és ezzel egyliitt X - —. Legyen ¢ tetszOleges. Most megadjuk
¢ egy levezetését 2-bol:

(1) -y [feltétel]

2) ¢ = (¢ — ~¢)  [(PCI)]

3) ¢ =~y (1), (2), (MP)]

4) (¢ = —9) = (p — ¢) [(PC3)]

Gy —¢  [6) (4), MP)]

6)yp [feltétel]

@) ¢ 15),(6), (MP)]

4. Tétel (Dedukcidtétel). XU {¢p} F ¢, és ¢ levezetése nem tar-
talmazza (G) alkalmazdsdt olyan x vdltozora nézve, amelyik szaba-
don fordul elo ¢-ben, akkor X = ¢ — .

Bizonyitds
Ha X U {¢} F o, akkor létezik olyan

X1, X2r« - Xkro++Xn

formulasorozat, amelyik ¥ bizonyitdsa. Teljes indukcidval
megmutatjuk, hogy a tétel a bizonyitdsban szerepld minden
Xk formuldra igaz, tehat igaz x,-re (azaz p-re) is.

Tekintstik xq-et. x1 vagy logikai axiéma, vagy eleme 2-nak,
vagy azonos ¢-vel. Az els6 két esetben (PC1)-b6l és (MP)-bdl
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kapjuk, hogy ~ = ¢ — xi1. Ha x1 azonos ¢-vel, akkor az
1. tételbdl trividlisan kovetkezik. Ezzel belattuk, hogy a tétel
igaz xi-re.
(Indukcios feltevés) Allitadsunk igaz minden );-re, hai < k.
Ennek alapjan megmutatjuk, hogy igaz x-ra. Harom lehe-
t6ség van:

1. xx logikai axiéma, vagy eleme X U {¢}-nek. Ekkor
ugyanugy bizonyitunk, mint a x; esetében.

2. xx-t az (MP) alkalmazéaséval kaptuk valamely korabbi x;
és xi — xx formulak alapjan. Ekkor a kovetkez6képpen
bizonyitunk:
¢ — xi [(Indukcios feltevés)]
¢ — (xi — xx) [(Indukci6s feltevés)]

(@ = (xi = xx)) = (¢ = Xi) = (¢ = xi)) [(PC2)-bSI]
(¢ = xi) = (¢ = xx) [(MP)-bSI]
¢ — xr [(MP)-bol]

3. xx-t az (G) alkalmazasaval kaptuk valamely korabbi yx;-
bdl valamely y véltozora vett generalizaciéval. Mivel a
levezetés nem tartalmazza (G) alkalmazdsat olyan x val-
tozoéra nézve, amelyik szabadon fordul el6 ¢-ben, y nem
jelenthet meg ¢-ben szabad valtozéként, hiszen a gene-
ralizacioban alkalmaztuk. Tehat
¢ — xil(Indukcios feltevés)]
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Yy (¢ — xi) [(G)-bd]]
vy (¢ — xi) = (¢ — Vyxi) [(PC4)-bS]
¢ — Yyxi [(MP)-bdl]

¢ — Xk
Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

5.Tétel. Ho X U {¢p} F ¢ és ¢ zdrt, akkor L = ¢ — 1.

A dedukciotétel alkalmazdsaval tovabbi fontos és gyakran
haszndlhat6 tételeket bizonyitunk.

6. Tétel (Hipotetikus Szillogizmus (HS)). Tetszoleges ¢, és
xesetén: {¢p =, - x} ¢ —x

Bizonyitds

(1) ¢ — ¢ [feltevés]

)y — x  [feltevés]

B) ¢  [feltevés]

@y 1), (3), MP]

®)x 1), (4), MP]

Bebizonyitottuk tehat, hogy {¢ — ¢, ¢ — x, ¢} + x.
Végiil, a dedukciotétel alkalmazasaval kapjuk, hogy

{p=vyp-2xiFo—n
7. Tétel. Tetszbleges ¢p-re és -re: = — (P — )
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Bizonyitds

(D) = = (¢ — ~¢)  [(PCI)]
2) (¢ = ~9) = (p = ¢) [(PC3)]
B 9= (p—¢) [(1), (), (HS)-tétel]

8. Tétel. Tetszéleges p-re: (= — @) — ¢

Bizonyitds
El6szor azt fogjuk megmutatni, hogy {—¢ — ¢} - ¢:
(1) ¢ — ¢ [feltevés]
(2) ¢ = (== (=9 = ¢) = —¢) [(PCI)]
B) (77 (== ¢) = ¢) = (¢ = ~(~¢ —¢)) [(PC3)]
@)= — (¢ = (¢ —¢)) [(2), Q) HI)]
) (¢ = (¢ = = (¢ — ¢)))

= (¢ = ¢) = (=¢ = (=9 = ¢))) [(PC2)]
6) (¢ = ¢) = (¢ = = (=¢ — ¢))  [(4),(5), (MP)]
7) = = = (=¢ = ¢) [(1),(6), (MP)]
®) (= = = (= =) = ((=¢ = ¢) = ¢) [(PC3)]
) (= = ¢) = ¢ [(7),(8), MP)]
10) ¢ [(1), (9), (MP)]

Innen a tétel allitdsa a dedukciététellel azonnal adodik.

9. Tétel. Tetszileges ¢p-re: =—d — ¢
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Bizonyitds

El6szor azt fogjuk megmutatni, hogy { ——¢} - ¢:

(1) =—¢ [feltevés]

) = — (~¢ = =¢) [(PCD)]

B)~¢ = ~=¢  [(1), (2), (MP)]

(4) (~¢ = ~=¢) = (~p — ¢)  [(PC3)]

)¢ —¢ [(3),(4), MP)]

6) 9 [(D), 8. Tétel, (MP)]

Innen a tétel dllitdsa a dedukciotétellel azonnal kovetkezik.
Ezt felhasznélva, ad6dik a forditott iranyu tétel:

10. Tétel. Tetszoleges p-re: ¢ — ——¢p

Bizonyitds

(1) =——=¢ — —¢ [9. Tétel]

@) (== = ) = ¢ — =g [(PC3)]

B)¢ = ——¢ [(1),(2), (MP)]

A 9. és 10. Tételeket szamos tovabbi tétel levezetésénél
hasznalhatjuk.

11. Tétel. Tetszbleges ¢p-re és p-re: (¢ — ) — (- — ).
Bizonyitds

(1) ¢ — ¢ [feltétel]
(2) == — ¢ [9. Tétel]
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®) ¢ —¢ [(1),(2), (HI)]

4) Y — -~ [10. Tétel]

®) 2=¢ = ==y (), (4), (HI)]

6) (7= = ) = (=9 — ~¢)  [(PC3)]
) = = =¢  [(5), (6), (MP)]

Végiil a dedukciotételt alkalmazzuk.

12. Tétel. Tetszdleges ¢-re és -re: {p — ¥, — —h} F .

Bizonyitds

(D) ¢p — ¢ [feltétel]

2)p — -y [teltétel]

B) (¢ = ¢) = (- = —¢) [(PCI)]

4) ¢ — ¢ [(1),(3), (MP)]

®)¢ — ¢ [(2), (4), (HS)]

©6) (p = =) = (m—¢p — —¢) [11. Tétel]
(7) 2= — —=¢p [(5), (6), (MP)]

8) (n—¢p = ~¢p) — ~¢p  [8. Tétel]

9) —¢ [(7),(8), MP)]

13. Tétel (Indirekt bizonyitas). Legyen X formuldk eqy halmaza
és legyen ¢ tetszoleges formula. X = ¢ akkor és csak akkor, ha a
XU {—¢} inkonzisztens.

Bizonyitds

34



Ha X - ¢, akkor 2 U {—¢} F ¢. Masrészt XU {—¢p} - ¢,
tehat X U {—~¢} valéban inkonzisztens.

Forditva, ha ¥ U {—¢} inkonzisztens, akkor van olyan 1,
hogy ZU{—¢} F ¢ ésZ U {—¢} F —y. Tehdt, a 4. tétel miatt
X ¢ — . Mivel ha ZU {—¢} inkonzisztens, ¢ mindig
vélaszthat6 olyannak, hogy a dedukci6-tétel feltételei teljestil-
jenek.) Hasonl6an kapjuk, hogy > = —¢ — —¢. Alkalmazva
a 12. Tételt, X = ~—¢, majd a 9. Tétel felhasznélasdval X - ¢.

14. Tétel. Tegyiik fel, hogy X = ¢ és X = . Ekkor X = ¢ A 1.

Bizonyitds

A 13. tételt fogjuk alkalmazni, vagyis belatjuk, hogy a
LU{- (¢ Ap)} inkonzisztens. Emlékezziink, ¢ A ¢ annak
a roviditése, hogy — (¢ — —¢). Tehat azt kell belatnunk,
hogy X U {¢ — —¢} inkonzisztens, ami trividlisan igaz, hi-
szen ¢ — - MP-vel azonnal maga utan vonja, hogy > U
{—= (¢ ANp)} F =, ugyanakkor a feltevésiinkbdl kovetkezben
SU{-(@AP)}F p.

Hasonldan trividlis, hogy
15. Tétel. Ha X = ¢ vagy X = ¢, akkor £ = ¢ V 1.

16. Tétel. Legyen x szabad vdltozo a ¢(x) formuldban. Legyen to-
vidbbd y egy olyan vdltozo, amelyik nem fordul el6 ¢(x)-ben, sem
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kotott, sem szabad formdban. Ekkor
= Vxp(x) < Vyo(y)
Bizonyitds
1. Vxg(x)
2. Vxg(x) = ¢(y)  [(PCO)]
3. ¢(y) [(MP)]

4. Vyop(y) [(G)]

Vagyis belattuk, hogy Vx¢(x) - Vy¢(y). A dedukcio-tétel al-
kalmazasaval tehat

= Vxg(x) — Vyo(y)

Teljesen hasonl6 médon bizonyitjuk a forditott iranyt is.

17. Tétel. Tetszoleges formuldhoz létezik vele bizonyithatéan ekvi-
valens prenex alakii formula.

7. Interpretacio

7.1. Egy nem teljesen helyénval6 el6zetes példa
Tekintsiik a kovetkezd mondatokat a PC-ben:
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(01) VxVy (P (x,y) = P(x,y))

(e

2) (P (x,y) NP (y,2)) = P(x,2)

(03) Vy3xP (x,y)

Ha ugy interpretdljuk a P(x,y) két valtozos predikatu-
mot, mint a valaha élt emberek halmazaban (Sic!/) ér-
telmezett ,,x 6se y-nak” relaciot, akkor nyilvanval6éan
mindharom mondat igaz.

Ha ugy interpretdljuk P(x,y)-et, hogy az a > relaci6 a
természetes szamok IN halmazan, akkor ezek a monda-
tok mind igazak.

Ha tgy interpretaljuk P(x,y)-et, hogy az a < relaci6 az
egész szamok Z halmazan, akkor ezek a mondatok mind
igazak.

Ha dgy interpretaljuk P(x,y)-et, hogy az a < relaci6 a
természetes szamok IN halmazén, akkor a (01) és (02) a
mondatok igazak, de a (03) hamis.

Sokan ,interpretacié” alatt a fenti példahoz hasonléan azt ér-
tik, hogy a formdlis rendszer elemeinek a fizikai vilag (a plato-
nizmus és intuicionizmus szerint a platoni illetve mentélis vi-
lag) olyan elemeit feleltetjiik meg, melyek valamilyen intuitiv
értelemben kielégitik a szoban forg6 formadlis rendszer axio-
madit. A matematikai logidban interpretéci6 alatt mast értiink.
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7.2. Interpretaci6 és modell

Interpretacio
Egy PC-ben értelmezett formaélis rendszer interpretacidja

“8Y _ ny np myp  gmp
A= (U R, R2, ... f", f2,...)

struktuara, ahol

e Ul egy nem iires halmaz, melyet az interpretdcié univer-
zumanak fogunk nevezni.

e RI\,R?,... az U értelmezett ny,ny,... argumentu-
mos reldciok, melyeket a formadlis rendszer ny,ny,...
argumentumos P;!, P,?, ... predikdtumainak feleltetiink

meg.

e ', f;%,... olyan UxUx...xU o U,
my

UxUx...xU — U, stb. tipusu fiiggvények, me-

my
lyek a formdlis rendszerben el6forduld my,my,. ..

argumentumos fligvényjeleket reprezentaljak.

Szereposztas (értékelés)

A formalis rendszerben eléforduld ty, £, . . . individum val-
tozokhoz és individum konstansokhoz rendre hozzarendeljiik
U-nak valamelyik elemét. (Tobb valtozohoz is rendelhetjiik
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ugyanazt az elemét U-nak.) Egy ilyen szereposztést roviden a
kovetkez6képpen fogunk jelolni: [uq, uy, .. .]

Teljesités

Most definialjuk egy ¢ formula teljesiilését az A interpreta-
cidban egy adott [uj, uy, us, .. .| szereposztas mellett. Ezt Ggy
fogjuk jelolni, hogy

.A |: (P [M1, Uns, Us, .. ]

Felhasznalva, hogy a nyelv helyesen képzett formulait ho-
gyan épitjiik fel (lasd a 5.3. bekezdést), a definiciot a kovet-
kez6 modon adjuk meg:

1. A = P!'(ty,ty, ... t,) [u1,uz,us,...] akkor és csak ak-
kor, ha az [uj,up, u3,...| szereposztasnak megfelel6en

a ty,t,...t, terminusoknak megfeleltetett 1, us,, ... u,
elemekre fenndll a P/* predikdtumnak megtelel R? rela-
cif, tehat

R} (g, Uy, .. Uy, (1)
Frtelemszer(ien azt is megengedijiik (6sszhangban a ter-
minus definicidjaval), hogy egy t; terminus fiiggvényki-
fejezés legyen, tehat pl. legyen f; a f2 (x1,x;) kifejezés.
Ekkor az adott szereposztasban az x; és x, valtozokat
az univerzum valamely u,, és u,, eleme reprezentalja.
Az f? 2-argumentumos fiiggvényjelet pedig valamilyen
f:Ux U — U fiiggvény. Ekkor az (1) reléciéban az U,
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helyére az fv(uxl, L, kifejezést, azaz az f fiiggvénynek
az Uy, Uy, helyen felvett értékét irjuk.

2. A= —¢ug, uy, us,...] akkor és csak akkor, ha nem igaz,
hogy A |= ¢ [uy, up, us,. . .].

3. A= ¢ — ¢[uy,uy, us3,...] akkor és csak akkor, ha vagy
A = ¢ lug, up, uz,...] vagy A = ¢ [ug, uz, us, . . ..

4. A = Vy¢ (x1,x2,...%,,Y) [U1, Uz, ... u,| akkor és csak
akkor, ha minden [ui,uy,...u, w] értékelésre (ahol
Uy, Uy, ... Uy fix) A = ¢ [ug, uy, . .. uy, w).

Ezzel egy formula teljesiilésének fogalmat konstruktive meg-
adtuk.

Igaz A-ban

Haegy A = ¢ [u1, uy, usz, ... minden [u, up, us, . . .] értéke-
1és (szereposztés) esetén, akkor azt mondjuk, hogy ¢ formula
igaz A-ban, és azt irjuk, hogy A = ¢. Ha ¢ mondat, azaz
nem tartalmaz szabad véltozo6t, akkor A = ¢ minden olyan
esetben ha A = ¢ [uq, up, u3, .. .| tetszbleges [uy, up, us, .. .| ér-
tékelés esetén ([u1, uy, us, . . .|-nek nincs jelentdsége).

Univerzdlisan igaz

Ha tetsz6leges A interpretciéra A = ¢, akkor azt mond-
juk, hogy ¢ univerzilisan igaz, és ezt ugy jeloljik, hogy = ¢.

Példa
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Legyen A = (W,A), ahol W a valaha élt emberek hal-
maza, és A az ,6se” relaci6. Vegyiik pl. a IxP(x,y) formu-
lat. A = dxP(x,y) [v] akkor és csak akkor, ha létezik olyan
w ember, hogy A = P(x,y) [w,v]. Ez akkor és csak akkor &ll
fenn, ha A(w,v). De ez tetszbleges v esetén igaz, hogy tud-
niillik van olyan w, akire A(w,v). Tehat A = JxP(x,vy) [v]
minden lehetséges v-re, ezért A = IxP(x,y), azaz IxP(x,y)
igaz A-ban.

Ezzel szemben, nyilvan N/ ¥ 3xP(x,y), ahol N = (N, <).

18. Tétel. A PC axiomdi univerzdlisan igazak.

Bizonyitds
pl. (PCé6)-ra: Tegyiik fel hogy hogy valamilyen A in-
terpretaciéban a valtozok valamilyen [uj,up, u3,...| értéke-

lése esetén, (PC6) nem igaz. Ez akkor és csak akkor le-
hetséges, ha A = Vx¢(x) [uq,uz, us,...] ugyanakkor A ¥
¢(y) [u1,uz, us,...]. De ez ellentmondas, hiszen ha az y vél-
toz6 az értékelésben valamely u;-nek felel meg, az el6z8 for-
mula éppen azt 4llitja, hogy a ¢ relaci6 fennéll minden lehet-
séges u; mellett.

HF

Bizonyitsuk be a tételt a tobbi axidmara is.

Egy formulahalmaz modellje

Legyen X formuldk egy halmaza PC-ben, és legyen az A

41



interpretacio6 olyan, hogy A |= ¢ minden ¢ € X esetén. Ekkor
azt mondjuk, hogy A a 2. egy modellje.

19. Tétel. Legyen A egy tetszbleges interpreticio. Ha A = ¢ és
AE ¢ — ¢, akkor A= ¢

Bizonyitds
Legyen |uy,up, us,...| tetszOleges értékelés. A
¢ (Ui, ug,us,...] és A = (¢ = ¢) [u1,u,us,...]. A teljest-

1és (implikdciora vonatkozo) definici6jandl fogva: vagy A =
¢ U1, Uy, uz,...], ami feltevésiink szerint lehetetlen, vagy
A = ¢ luy,uyus,...]. Mivel ez tetszbleges értékelésre igaz,
a tételt bebizonyitottuk.

20. Tétel. Legyen A eqy tetszbleges interpretdcid. A = ¢ akkor és
csak akkor, ha A |= Vx¢.

Bizonyitds

Tegyiik fel, hogy A = ¢. Ekkor A |= ¢ [uq,up,us, .. .| tet-
szOleges [u1, Uy, us, . . .] értékelésre, tehat A = ¢ [us, ..., u;, .. ]
minden olyan értékelésre is, ahol az x valtozénak megfe-
lel6 u; elemet valtoztatjuk csak, a tobbit fixen tartjuk. Tehat
A = Vx¢ [uq,uz,u3,...] minden értékelésre, azaz A = Vx¢.
Forditva, ha A = Vx¢, akkor A |= Vx¢ [uy, us, us, .. .| tetsz6-
leges [u1, Uy, us, . ..] értékelésre. Mivel az Osszes értékelést tigy
is megkapjuk, ha el6bb vessziink egy értékelést és az x-nek
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megfelel$ u; elemet varidljuk, majd vessziik az Osszes ilyet,
A= ¢luy, ..., u;,...] minden lehetséges [uy, uy, us, . . .| esetén,
tehdt A = ¢.

21. Tétel. Legyen PC(X) a PC egy tetszoleges -kiterjesztése, és
legyen A egqy tetszdleges interpretdcio. Ha a X axiomalista minden
formuldja igaz A-ban, akkor A eqy modellje PC(%)-nak, abban az
értelemben, hogy minden olyan ¢ formuldra, melyre . = ¢, fenndll,
hogy A |= <.

Bizonyitds

Tekintsiink egy tetszbleges ¢ formulat, melyre X  ¢. Ez
azt jelenti, hogy létezik ¢-nek bizonyitdsa. Legyen a bizonyi-

tds egy n formulabdl 4l16 formulasorozat. Most teljes indukci-
6val megmutatjuk, hogy ¢ igaz A-ban.

1. n = 1. ¢ axiéma, tehat igaz A-ban.

2. n > 1. Indukci6s hipotézis: A bizonyitando allitds igaz
minden olyan ¢ tételre (azaz £ F ¢ formula esetében),
amelynek bizonyitdsa maximum 7n — 1 1épésbdl all.

3. Ekkor igaz az n 1épésbdl 4ll6 bizonyitassal rendelkezd ¢-
re is. Ugyanis a kovetkez esetek lehetségesek:

(a) ¢ maga is axioma, tehat A = ¢.
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(b) ¢ a (MP)-b6l (modus ponens) kovetkezik, mond-
juk valamilyen korabbi yx; és x; — ¢ felhasznala-
saval. Marmost x; és x; — ¢ mindketten olyan 3-
bol levezethetd tételek, amelyek bizonyitdsa maxi-
mum 71 — 1 1épésbdl all, tehat a 19. tétel kovetkezté-

ben A |= ¢.

(c) Hasonl6an, ha ¢ a (G) (generalizaci6) alkalmazasa-
val kovetkezik valamely korédbbi x; formulabdl, ak-
kor a 20. tétel kovetkeztében A = ¢.

7.3. Teljességi tétel

22. Tétel (Teljességi tétel). Eqy ¢ formula akkor és csak akkor bi-
zonyithaté PC-ben (vagyis csak a PC axiomdibdl), ha univerzilisan
igaz. Szokdsos jeldléseinket haszndlva, = ¢ akkor és csak akkor, ha

= ¢

Bizonyitds

lLEpg=F=¢

Mint mér bebizonyitottuk, a PC axiomai univerzalisan iga-
zak. A 21. tételbdl kovetkezben tehdt PC minden tétele univer-
zélisan igaz.

Fontos kovetkezmény

A predikdtum kalkulus konzisztens. Ugyanis ha nem
volna az, tehat = ¢ és = —¢ egyszerre allna fenn, akkor ebbdl
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kovetkezne, hogy |= ¢ és = —¢, azaz lenne olyan A interpre-
tacio és olyan értékelés, hogy egyszerre A = ¢ [uy, ..., u;, .. ]
ésnem A = ¢ [uy, ..., u;,...].

2. =¢p=>F¢

Ez akkor teljesiil, ha abbol, hogy ¢ nem tétel, kovetkezik,
hogy nem univerzdlisan igaz. Vagyis azt kell megmutatnunk,
hogy ha ¥ ¢, akkor —¢-nek létezik modellje. —¢-nek ugyanis
csak akkor létezik modellje, ha ¢ nem univerzdlisan igaz. Az
13. tétel kovetkeztében, ha ¥ ¢, akkor a {—¢} egy elem for-
mulahalmaz konzisztens. Ezért, a Godel-Henkin-tétel kovet-
keztében — melyet az alabbiakban fogunk bizonyitani — 1étezik
modellje. Mdrpedig ha ez igaz, akkor ebben a modellben ¢
hamis, tehat ¢ nem univerzélisan igaz. Tehat = ¢-b6l kovet-
kezik I~ ¢, és ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Természetesen, most kovetkezik a Godel-Henkin-tétel.

23. Tétel (Godel-Henkin teljességi tétel). Ha egy X formula-
halmaz konzisztens, akkor létezik modellje, azaz létezik olyan A in-
terpretdcio, hogy A |= ¢ minden ¢ € X formuldra.

Bizonyitds
A bizonyitads séméja:

1. Elindulunk a PC(X)-t6l
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4

2.y, by, . .. individuum konstansokat adunk hozz4 a nyelvhez
(ezeket fogjuk ,tantknak” hivni)

U, ellendrizziik, hogy az igy b6vitett rendszer konzisztens-e

3. Felsoroljuk az dsszes olyan formulat, amelyben egy szabad
valtozo szerepel: ¢ (vo), 1 (v1), ...

4

4. Minden a 3. pontban felsorolt formulédval ¢; (v;) formula-
val és egy alkalmas tandval képezziik a Jv;ip; (v;) — ;i (b))
formulat, és 4j axiomaként hozzdadjuk a rendszerhez.

ll ellendrizziik a konzisztenciat

5. A Lindenbaum-lemmdt alkalmazva egy 2* kibdvitett formu-
lahalmazt vesziink tigy, hogy minden ¢-re vagy >* I~ ¢ vagy
2 = ¢ teljestiljon.

4

6. Definidlunk egy megfelel6 A interpretaciét a kiterjesztett
2*-hez.

4

8. Mivel X benne van a ¥*-ban, A = ¢ minden olyan ¢-re,

amely benne van X-ban, tehdt az A interpretaci6 % egy mo-
dellje.

De elébb a Lindenbaum-lemma.

Teljes formulahalmaz

Formuldk egy X2 halmazat teljesnek (komplettnek) neve-
ziink, ha a nyelv minden ¢ mondatara teljesiil, hogy vagy
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2= ¢, vagy X —¢.

24. Tétel (Lindenbaum-lemma). Ha > konzisztens, akkor létezik
teljes és konzisztens kiterjesztése, vagyis olyan X kiterjesztése, hogy
tetszoleges ¢ mondatra vagy X* = ¢, vagy X* = —¢, de sohasem a
kett0 egyszerre.

Bizonyitds
Soroljuk fel a PC 6sszes mondatéat: ¢1, ¢, ¢3, . .. Most 1épés-
8l 1épésre felépitjiik 2*-ot. Legyen 2y = 2. Majd, legyen

y _{Zo haZO'_—ml)l
1 ZOU{¢1} ha Zol’é _|gb1

(Vegylik észre, hogy ezzel elértiik, hogy 2; konzisztens ma-
radt, és vagy ¢1 vagy —¢; levezethetd.) Az eljarast ugyanigy
folytatjuk:

5 - { 2y ha X, F Pn11
n+l Zn U {¢n+1} ha Zn ¥ _|¢n_|_1

Legyen 2* az igy nyert legb6vebb halmaz. >* konzisztens
és teljesiti, hogy a PC tetszbleges ¢; mondatara vagy 2* - ¢,
vagy 2 = —¢. Ezzel a lemmat bebizonyitottuk.

Most részletezziik a Godel-Henkin-tétel bizonyitasat.

2 Adjuk hozza a by, b, ... individuum konstansokat a
nyelvhez. Nevezziik ezeket tantknak. Az igy kib6vitett nyel-
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vet hivjuk PC"-nak és a kib&viilt nyelvben a vizsgélt formu-
lahalmazt ~"-nak. Kénnyen beldthat6, hogy az igy nyert bé-
vitett rendszer is konzisztens, ha az eredeti az volt. Tegytik fel
ugyanis, hogy nem az, azaz létezik olyan ¢ formula, hogy 6
is és —¢ is levezethetd. Ez azt jelenti, hogy a két bizonyités-
ban, amelyek véges formulasorozatok csak véges sok tanu for-
dul el6, melyeket mind helyettesithetiink olyan eredeti szabad
véaltozokkal, melyek sehol mashol nem fordulnak el8. Ezzel a
két bizonyitast az eredeti rendszer két bizonyitasava alakitot-
tuk, és ez ellentmondas, hiszen az eredeti rendszerrdl feltet-
tiik, hogy konzisztens.

3 Soroljuk fel a PC* Gsszes olyan formuldjat, amelyben
egyetlen szabad valtozé van: ¥ (v1),...¢¥, (vs),.... Legyen
0,, a kovetkez6 formula:

30, u (Un) — P (bn)

ahol b, az els6 olyan tanti, amelyik még nem fordult el seme-
lyik korédbbi ¢; (v, )-ben vagy 6;-ben. (Innen az elnevezés! b,
,tanuasitja”, hogy tényleg van olyan dolog, amelyre ¢, tulaj-
donsag fennall.)

4a Most minden 6,-t axiomaként hozzdadjuk a rendszer-
hez:

ZO — Z+
= ¥y {e,)
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Zoo — Uzn

4b Konnyti ellenérizni, hogy minden 2" konzisztens, ha
¥"~1az volt. A triikk az, hogy az Gjonnan bevezetett b ugy
viselkedik, mint egy szabad valtozo.

4c Kovetkezésképpen X is konzisztens, hiszen minden bi-
zonyitas csak véges hosszusagu, tehat véges sok formula for-
dulhat el6 benne, tehat (Iasd a hasonlé gondolatmenetet a 2.
pontban) 2% inkonzisztencija valamely 2" inkonzisztenciajat
jelentené.

b5a A Lindenbaum-lemma alkalmazésaval >*-t egy kon-
zisztens és teljes 22 rendszerré bovitjik.

5b Tehat, tetszbleges ¢-re és 1p-re

(1) 2"+ ¢ vagy 2% = —¢

(2) X* = —¢ akkor és csak akkor ha X2* ¥ ¢, részben (1)
miatt (X* teljessége) és mert 2 konzisztens is.

3) X* F ¢ — ¢ akkor és csak akkor ha 2* + —¢ vagy
2" 3. Ugyanis,

= (1)-bdl vagy X* = ¢ vagy 2* = ¢, illetve 2* = ¢ vagy
2 = —1. Hanem igaz, hogy X* - —¢, akkor X* - ¢, ahonnan
(MP)-vel ¥ I- 1.

< Ha X* = ¢, akkor (PC1)-b8l 2* = ¢ — 1.
Ha 2* F —¢, akkor (PC1)-b6l * = —¢p — —1p majd (PC3)-bol
XX — 1.

(4) £* - Joy (v) akkor és csak akkor ha 2* - ¢(b) valami-

49



lyen b tantra (hiszen igy konstrualtuk a 0, axiémakat).
6 Most konstrudlunk egy modellt a ¥* szdmdara: A =
(U,R) ahol U = {by, by, ...}, az R relaci6 pedig a kovetkezé:

R (bi, b;) akkor és csak akkor, ha X* = P (b;, bj)

7 (1),(2),(3) és (4), valamint a Teljesités c. bekezdés 1.4.
pontja alapjan (felhasznélva, hogy V kifejezhetd 3 segitségé-
vel) konnyen lathat6, hogy

A = ¢ akkor és csak akkor, ha Z* F ¢

8 Mivel X benne van ¥*-ban, A = ¢ minden ¢ € X-ra.
Vagyis, bebizonyitottuk, hogy ha 2 konzisztens, akkor létezik
modellje.

Megjegyzés

A kés6bbiek szempontjdbol fontos észrevenniink, hogy va-
16jdban tobbet bizonyitottunk, mint ami feltétlentil sziikséges
lett volna. Val6jdban azt bizonyitottuk be, hogy ~-nak léte-
zik megszdmldlhaté modellje, hiszen U = {by, by, ...} egy meg-
szamlalhat6 halmaz.

Mutatus mutandis, a fenti bizonyitads alapjan konnyen bi-
zonyithato a teljességi tétel kovetkez alakja:

25. Tétel (Teljességi tétel). Legyen X eqy tetszoleges konzisztens
formulahalmaz és ¢ eqy tetszdleges formula. X &= ¢ akkor és csak
akkor, ha A |= ¢ a X tetszbleges A modelljében.
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8. PC(=) (predikatum kalkulus identi-
tassal)

Az el6zb6ekben megismert predikatum kalkulust egy tovéabbi
predikatum-jellel egészitjiik ki. Legyen E (,,ugyanaz mint”,
Legyenld”) egy kétvaltozods predikdtum. E tulajdonsdgait a
kovetkezd axiomak hozzaadéasaval rogzitjiik:

8.1. Az egyenl6ség axiomai

(E1) E(x,x)
(E2) E(t,s) = E(f" (u1,uz, ..., t,...upn), f* (ug, vz, ...,8, ... uy))
(E3) E(t,s) — (¢ (ur,ua, ..., t,...ty) — ¢ (u1,uz,...,8,...u,))
Kényelmesebb jelolés: x =y = E(x,y)
HE.
Mutassuk meg, hogy E tranzitiv és szimmetrikus.

8.2. PC(=) interpretacioi

A PC(=)-nek vagy (barmely bovitésének) a kordbbi értelem-
ben lehetnek interpretdcidi. Ezekben nyilvanvaldan az E(x, y)
azonossag predikdtum is valamilyen alkalmas kétvaltozos re-
lacidval interpretdlva van. Legyen A = (U, R, S) egy ilyen in-
terpretacié az U univerzumon, ahol R (az egyszer{iség kedvé-
ért tovadbbra is egyetlen) P predikatumnak megfelel relacio,
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S pedig az E predikdtum reprezentans reldcidja. S sok min-
den lehet, amely teljesiti az (E1)-(E3) axiémakbdl kovetkezd
tulajdonsdgokat.

Normal interpretacid

Az A interpretaciét normdl interpretaciénak nevezziik, ha
S nem mas, mint az U univerzum-halmaz elemein értelmezett
szokasos azonossag. Pontosabban, (hogy egy rendes kétvalto-
z6s relaciot adjunk meg) S = {(x, x) : x € U}.

HF

Mutassuk meg, hogy ez a relaci¢ teljesiti az egyenl8ség axi-
6maibdl kovetkezd tulajdonsagokat!

26. Tétel. Jelolje az {Egyenldség} az (E1)—(E3) axiomdkbél dllo
formulahalmazt és legyen X eqy tetszdleges formulahalmaz. Ha a
X U {Egyenldség} formulahalmaznak létezik modellje, akkor létezik
normdl modellje is.

Bizonyitds

Legyen A = (U,R,S) egy tetszbleges modellje ¥ U
{Egyenl6ség}-nek, ahol S az E predikdtumot reprezental6 re-
laci6. Mivel S ekvivalencia relacio, vagyis reflexiv, szimmet-
rikus és tranzitiv, képezhetjiik U halmaz elemeinek S szerinti
ekvivalencia osztélyait.
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q b Vuvu' (u,u’ € [u] < S(u,u’))

Valasztva minden egyes ekvivalencia-osztalybdl egy elemet,
egy olyan U halmazt kapunk, amelyre lesz(ikitve az R és S re-
laciokat, az A = (U, R|;, S|;) struktdra a ¥ U {Egyenléség}
formulahalmaz egy normal modellje. Az egyenl8ség axiéma-
ibol kovetkezden az is megmutathatd, hogy az ekvivalencia-
osztalyokon értelmezett relaciok fiiggetlenek a reprezentans
elemek valasztasatol. Mivel most egyediili célunk annak
megmutatdsa, hogy létezik ¥ U {Egyenl6ség }-nek normdl mo-
dellje, a konkrétan konstrudlt modellnek ez a tulajdonsaga
nem fontos. Csupdn a kovetkezd két trividlis észrevétel elég-
séges. Egyrészt, ha A |= ¢, akkor A = ¢ [ily, 10, ...] a val-
tozok tetszbleges [u, 1y, ...] értékelése mellett, hiszen min-
den [uy, 1, ...| értékelés egyben egy A interpretaciobeli ér-
tékelés is, tehat A |= ¢. Masrészt, S|y = {(17, u):ue€ CI}.
Ugyanis két S ([uj], [uj]) csak akkor ha S (u;,u;), ami éppen
azt jelenti, hogy u; és u; egy ekvivalencia-osztalyba tartoznak,
tehat [u;] = [u;]. Ezzel a tételt bizonyitottuk.

27. Tétel (Teljességi tétel PC(=)-re). Egqy ¢ formula akkor és
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csak akkor bizonyithaté PC(=)-ben, ha igaz minden normdl interp-
retdciéban. Szimbolikusan irva, {Egyenldség} & ¢ akkor és csak
akkor, ha =N ¢.

Bizonyitds

1. ({Egyenl6ség} F ¢ = =N ¢)

Mivel a (PC1)—(PC6) és (E1)—~(E3) axiémdk igazak min-
den normadl interpretacidéban, a 21. tétel kovetkeztében ha
{Egyenl6ség} F ¢ akkor A = ¢ minden A normadl interp-
retacio esetén.

2. (=N ¢ = {Egyenl6ség} F ¢)

Természetesen, ezt is a Godel-Henkin-tétel segitségével
fogjuk belatni. Tegytik fel, hogy {Egyenléség} ¥ ¢. 13. té-
tel kovetkeztében ekkor az {Egyenléség} U {—¢} formulahal-
maz konzisztens, tehat a Godel-Henkin-tétel kovetkeztében,
van modellje. A 26. tétel kovetkeztében tehat van normal mo-
dellje is. Ez viszont azt jelenti, hogy van olyan normal modell,
amelyben ¢ nem igaz, s ez ellentmonddsban &ll =y ¢ feltevé-
siinkkel. Ezzel a tételt mindkét irdnyban bizonyitottuk.

9. Modell-elmélet

A modell-elmélet az elsérendi formalis rendszerek konk-
rét interpretacioival foglalkozik, azzal példdul, hogy mit le-
het a formalis rendszerrel kapcsolatban mondani a modelljei
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alapjan, hogyan viszonyulnak egymashoz egy adott formalis
rendszer modelljei, stb.

9.1. Példa egy axidmarendszer modelljére

Tekintstik mondatoknak a kovetkez6 2 halmazat PC(=)-ben:

(n1) Vx (—=P(x, x))

(n2) VxVy (= (P(x,y) A P(y, x)))

(n3) VxVyVz (P(x,y) AN P(y,z) — P(x,z))

(n4) VxVy (P(x,y) vV P(y,x) V E(x,y))

(n5) IxVy (=P (y, x))

(m6) Vx3dy (P(x,y) AVz (= (P(x,z) AP(z,y)))) (van a na-
gyobbak kozott legkisebb)

(n7)Vx (JyP(y,x) — 3y (P(y,x) AVz (= (P(y,2) ANP(z,x)))))
(ha van kisebb, van a kisebbek kozott legnagyobb)

Vegyiik a kovetkez6 struktarat: N = (N, <,=), ahol N
nem mas, mint a természetes szamok IN halmaza, és < a , ki-
sebb” relaci6, = pedig az azonossag relacié. Nyilvanvalo,
hogy N egy normal modellje £-nak. (A kovetkez6kben a pre-
dikatum kalkulusba beleértjiik az egyenldség axiomadit és mo-
dell alatt normal modellt értiink.) Tisztan a halmazokra és re-
laciokra vonatkoz6 — itt nem részletezett — megfontolasok-
kal megmutathat6, hogy
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28. Tétel. Ha A tetszileges modellje X-nak, ugyanazok a mondatok
igazak A-ban, mint amelyek igazak N -ben.

E tétel fontos kovetkezménye, hogy

29. Tétel. Tetszbleges  mondatra, N' |= ¢ akkor és csak akkor, ha
X F .

Bizonyitds

Tegytik fel, hogy ¥ ¥ . Ekkor X U {—¢} konzisztens, ko-
vetkezésképpen, a Godel-Henkin-tétel miatt 1étezik modellje,
mondjuk A. Tehat A = —-y. A 28. tétel kovetkeztében
N | =1, ami ellentmondas, tehat belattuk, hogy ha N = ¢
akkor X - 1. Forditva, mivel a 2-ba tartozé mondatok igazak
N-ben, és a kovetkeztetési szabalyok meg6rzik ezt a tulajdon-
sagot (19. és 20. tételek), X - ¢ implikdlja N = y-t.

Mivel tehat egy mondat akkor és csak akkor igaz N -ben,
ha levezethet6 a ¥ axiomdakbol, azt mondjuk, hogy ,axioma-
tizaltuk N igaz mondatait”. Vagyis N igaz mondatai leve-
zethet8k a logikai axiomakbodl + az egyenl6ség axiomaibdl +
2-bol.
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9.2. Milyen mértékben hatirozza meg > magat
az N interpretaciot?

N nem az egyetlen modellje X-nak. Pl. M = (M, <, =), ahol
M =1{1,2,3,...} is egy modellje Z-nak. Vildgos viszont, hogy
az

xEN—x+1eM

hozzarendelés egy a < és = relacidkat megdrz6 izomorfizmus
N és M kozott. Tehat ez nem lényegesen mds interpretacio.

Van azonban X-nak olyan interpretdcidja is, amelyik nem
izomorf az N strukturaval. Tekintsiik a kovetkez6 pontok hal-
mazat a szamegyenesen:

B:{1—%:neIN\{O}}U{1+%:neN\{l}}U{B—%:neN\{O}}

1 1 1 1 1 1
1413 15 25 2;21

N

1
0 2 3

Konnyen belathaté, hogy B = (B, <, =) egy modellje X-
nak. N és B azonban nyilvanvaléan nem izomorfak. Pl. az
15 € Belem el6tt végtelen sok kisebb elem létezik, és N egyet-
len eleme sem rendelkezik ezzel a tulajdonsdggal, stb.
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Vagyis, a X axidmarendszer nem determindlja egyértel-
miien az interpretaciot, s6t, még csak nem is hatarolja kortil az
interpretdlo struktarat. Amit tudunk az az, hogy 2-bdl leve-
zethetd minden olyan mondata a formélis rendszernek, ame-

lyik igaz A/ -ben.

30. Tétel. Ha X inkonzisztens, akkor van olyan véges részhalmaza,
amelyik inkonzisztens.

Bizonyitds

Ha . inkonzisztens, akkor létezik olyan ¢ formula, melyre
X ¢ ésX - P, masszoval X - ¢ A\ —¢. Ez azt jelenti, hogy
létezik olyan véges x1, X2, X3, - - - Xn formulasorozat, amelyik
bizonyitdsa ¢ N\ ~¢p-nek. Mivel a x1, x2, x3, ... Xxn lista véges,
azon formuldk szdma a sorozatban, amelyek benne vannak
2-ban, véges, tehat 1étezik véges részhalmaza >-nak, melybdl
¢ N\ —¢p levezethetd. Ezzel a tételt bizonyitottuk.

A Godel-Henkin-tételbdl tudjuk, hogy ha % konzisztens
(de lehet végtelen), akkor 1étezik modellje. Ezt hasznaljuk fel
a kovetkez6 tétel bizonyitdsdban.

31. Tétel (Kompaktsagi tétel). Ha > minden véges részhalmaza-
nak van modellje, akkor X-nak is van modellje.

Bizonyitds
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Ha X minden véges részhalmazanak van modellje, akkor %
minden véges részhalmaza konzisztens. A 30. tétel kovetkez-
tében maga X is konzisztens, tehat — a Godel-Henkin-tétel
miatt — van modellje.

Példak

1

Egészitsiik ki a fentebb hasznalt nyelvet egy ¢ individuum
konstanssal. A kordbban vizsgalt > mondathalmazt pedig a
kovetkezd mondatokkal:

l/)l Elle (Ul, C)

l/Jz ElleIva (Ul, ’02) A P (Uz, C)

l/)3 30130230313 (01, Uz) N P (Uz, 7J3) N P (03, C)

¥, Jv130,303. .. v, P (v1,02) AP (vp,03) A... AP (vy,¢)

Legyen * = X U {¢1, 4o, ¢5,...}. Most tetszbleges vé-
ges X' C X* részhalmaznak megadjuk egy modelljét. Le-
gyen k a legnagyobb olyan n, melyre ¢, € X'. Vilagos,
hogy (N, <,=,k) egy modellje £’-nek, ahol k € N a ¢ indi-
viduum konstanst reprezentdl6 eleme az univerzumnak. Ha
ugyanis egy tetszbleges ¢ € X' mondat benne van X-ban, ak-
kor (N, <,=,k) = ¢, hiszen ¢ igaz (N, <, =)-ban. Ha viszont
¢ nem mds, mint valamely ¢,, ahol n < k, akkor megint
(N,<,=,k) = ¢. Hiszen ¢; azt mondja, hogy létezik va-
lami, amely kisebb c-nél. Es ha c-t Ggy interpretaljuk, mint
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n, ahol n > 1, akkor ez igaz. 1, azt mondja, hogy két dolog
létezik: a masodik kisebb c-nél, és az els6 kisebb a masodik-
nal. Es ez igaz (N, <,=,n)-ben, ha n > 2. Es igy tovabb,
(N,<,=,k) = ¢, minden n < k. Tehat X* minden véges
részhalmazéanak létezik modellje. A kompaktsagi tétel kovet-
keztében tehat 2*-nak is létezik modellje.

Jeloljik ezt a modellt A-val. E modellben minden
olyan mondat igaz, amely igaz volt (N, <,=)-ban, hiszen
(N,<,=) | ¢ akkor és csak akkor, ha ¥ F~ ¢. A tartal-
mazni fogja az elsd, a méasodik, a harmadik, stb. elemet a
axidomdknak megfelel6en. De tartalmaznia kell a ¢ konstansnak
megfelel0 univerzum-elemet is! Ez nem lehet valamelyik termé-
szetes szam, hiszen legyen ¢ = n. 1,41 azt mondja, legyen
¢ > n, és ez lehetetlen. Tehat az A modell a természetes sza-
mokon kiviil tartalmaz még valamit, amely nagyobb minden
természetes szamnal. Amit igy konstrudltunk az a természe-
tes szdmok an. nem-standard modellje.

Bonyolultabb, de teljesen hasonlé médon lehet megalkotni
a nem-standard modelljét az (N, <, =, +, -) igaz mondatainak
is.

2

A kompaktsagi tétel egy masik alkalmazédséra példa a ko-
vetkezd tétel.

32. Tétel. Legyen X mondathalmaz olyan, hogy létezik neki tetszo-
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legesen nagy véges normdl modellje. Ekkor létezik végtelen normil
modellje is.

Bizonyitds

Egészitsitk ki a X mondatokat tartalmaz6 nyelvet a
c1,C2, ... individuum konstansok végtelen halmazaval. Le-
gyen 2* = X U {—E (¢, ¢j) : i # j}. Most megmutatjuk, hogy
Y*-nak létezik modellje. Legyen X' C X* tetszOleges véges
részhalmaz. ¥/, a ¥-ba tartoz6 mondatokon tul, csak véges
sok —E (c;,¢j) mondatot tartalmaz. Ezek csak véges sok c;
individuum konstanst tartalmaznak, melyek mind megtalal-
haték a ¢y, ¢y, ... ¢, kOz6tt, valamilyen megfelel6en nagy n-re.
Mivel feltételezésiink szerint 2-nak létezik tetsz8legesen nagy
véges modellje, feltehets, hogy létezik olyan (U, ...) modell,
hogy benne valaszthat6 n darab uy, uy, . .. u, eleme az univer-
zumnak, Ggy, hogy mindegyik kiilonbozd. Konnyen belat-
hat6, hogy (U, ...u3,uy,...u,...) modellje az £ mondathal-
maznak, agy, hogy a cy, ¢, . .. c, konstansokat az uy, uy, .. . uy,
elemek reprezentaljak. A kompaktsagi tétel alkalmazdsdval
tehat > *-nak létezik modellje, kovetkezésképpen normal mo-
dellje is (26. tétel). Legyen ez (B,...b1, by, ...), ahol by, by, ...
a c1,cy, ... konstansok reprezentansai. (B,...by,by,...) mo-
dellje a ¥ mondathalmaznak is hiszen X része > *-nak, és mivel
b; # bjhai # j, B végtelen elem{i univerzum. Ezzel a tételt
bizonyitottuk.
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10. A Lowenheim-Skolem-Tarski-tétel

A Godel-Henkin-tétel bizonyitdsa utdn megjegyeztiik, hogy
val6jdban azt bizonyitottuk be, hogy tetszb6leges konzisztens
2-nak létezik megszdmldlhaté modellje. E modell természete-
sen nem feltétleniil normal modell. A 26. tétel kovetkeztében
azonban létezik normal modellje is. A 26. tétel bizonyitdsdban
adott konstrukciobol vildgosan latszik, hogy a normal modell
univerzumdanak szdmossdga nem lehet nagyobb, mint a kiin-
duldsul vett modell univerzuménak szdmossaga (az ekviva-
lencia osztdlyok szdma nem lehet nagyobb, mint az elemek
szama!). Ezzel belattuk, hogy egy megszdmlédlhat6 nyelv kon-
zisztens mondathalmazanak létezik megszamlalhat6 normal
modellje.

Hogy e megallapitasunk fontossagat érzékeltessiik, tekint-
siik az

R = <RI <, =, +/>

strukturat, ahol R nem mas, mint a valos szamok R halmaza.
Tekintstink egy alkalmas nyelvet (amely megszamldlhato) e
strukttra leirdséra. Jel6ljiik ZR-rel e nyelv mindazon monda-
tainak halmazat, melyek igazak R-ben. A fenti megallapita-
saink alapjan, mivel R egy megszamlalhat6 nyelv mondata-
inak konzisztens halmaza, 1étezik neki megszamlalhat nor-
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mél modellje. Legyen ez

7’\?/’ — <KI 2I El _A}:I,:/>
ahol R megszamlalhat6 halmaz. Ez nagyon meglepd, ha arra
gondolunk, hogy ugyanazok a mondatok lesznek igazak R és
R interpretdcidban, kiilondsen, ha az R megszamlalhat6 hal-
maz elemeit valds szamoknak tekintjtik.

Valgjadban azt is be lehet bizonyitani, hogy nem csak kisebb
szamossagi modell 1étezik, hanem nagyobb szdmossagu is:

33. Tétel (Lowenheim-Skolem-Tarski). Ha egy megszdmldl-
haté nyelv ¥ mondathalmazdnak létezik végtelen normdl modellje,
akkor létezik tetszoOleges szdmossdgui végtelen normdl modellje is.

11. Turing-gépek és rekurziv fiiggvé-
nyek

A logika eddigi targyaldsa soran szdmos esetben meriilt fel
annak a gondolata, hogy valami egyszer{i mechanikus szaba-
lyok alkalmazésaval levezethetd, kiszamithat6. A Turing-gép
fogalma és elmélete a mechanikus kiszdmithat6sag koncepci-
6jat kivanja megragadni a matematikaban.
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11.1. A Turing-gép leirasa

A gépnek van egy szalagja, amely kis négyzetekre van osztva.

Egy olvaso fej egyszerre egyetlen négyzet tartalmat tudja be-
olvasni, vagy atirni. Tovabba tud a szalagon egy kockaval
elére vagy hatra 1épni. A gép egy meghatarozott abécét hasz-
nél: Sy, S1,...S,, ahol Sp megéllapodés szerint az tires kocka-
nak felel meg. Feltételezziik, hogy a gépnek véges sok belss
allapota lehetséges: qo,q1,...qn. Feltételezziik, hogy a gép
egy adott pillanatban a pillanatnyi bels allapota és az éppen
beolvasott négyzet tartalma altal eqyértelmiien determindlt mo-
don teszi meg a kovetkezd 1épést. Ez a 1épés a kovetkezdk
egyike lehet:

(i) megvaltoztatja a beolvasott kockaban beirt szimbodlu-
mot

(ii) egy kockaval jobbra lép

(iii) egy kockéval balra lép

Mint ebbdl kidertil, a gép mtikddése egyértelmtien megad-
hat6 a kovetkez6 fajta négyesekbdl 4116 véges tablazat segitsé-
gével:
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Allapot | Beolvasott | Akcié | Uj allapot
(i) qi S]' Sk qi atiras
(ii) qi S; R qi 1épés jobbra
(iii) qi S; L qi l1épés balra

A gép miikdodésének determinisztikus jellege abban nyil-
vanul meg, hogy nincs két négyes, amelyik ugyanazzal
a (allapot,jel) parral kezd6dne. Ha a gép egy olyan
(allapot, jel) parhoz érkezik, amelyhez nem tartozik négyes,
akkor megall.

Azt a szitudciot, melyben a g; dllapotu gép egy adott jellel
ellatott kockdjat olvassa be a szalagnak

0
| Sig | Siy | Siy | Sis | Siy | Sig |
a kovetkezbképpen fogjuk jeldlni:
ce SiOSilqkSi25i3Si4Si5 ce

Nevezziik az ilyen stringet szitudcio stringnek. Példaul, tegytik
fel, a gép a kovetkezd instrukcidkat kapja:

g1 51 L gz
g2 S2 L g

A szalag nem iires része mondjuk a kovetkezd:
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5152525152 ...51

és a q; allapota gép éppen a masodik Si-et fogja beolvasni.
Vagyis

S1SzSzQ15152 51

Ekkor a g1 S1 L g2 négyesnek megfeleld miiveletet hajtja végre,
és a kovetkezd szituacio fog eldallni:

S1SzQ2525152 51
Ekkor a g5 Sy L g5 instrukci6 szerint azt kapjuk, hogy
S1q252525152 51

majd
Q25152525152 51

és mivel egyetlen instrukci6é sem kezddédik g, Si-gyel, a gép
megall.

11.2. Példak elemi miiveleteket végrehajto
Turing-gépekre
Egy S;jel keresése
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Allapot Beolvasott Akcié Uj allapot

q0 So R qo
q0 51 R qo
90 5j-1 R q0
q0 5j 5j 0
qo Sj+1 R qo
qo Sn R qo

A gép megall amikor S;-t talal.
Mozogjon jobbra és mindenre tegyen vessz6t

do " R qo

. Ie 12~
0 S S 6]0} az abc minden S, S'jelére

Ha azt akarjuk, hogy a gép megalljon egy adott jelnél, pél-
ddul [J-nél, akkor a tablazatbdl eltavolitjuk azokat a sorokat,
amelyek méasodik eleme [1.

Nyilvanvaléan semmi akaddlya annak, hogy tobb elemi
miiveletet végrehajtani képes Turing-gépet egy komplexebb
Turing-géppé rakjunk 6ssze. Hogy a gépeket egymastol meg-
kiilonboztessiik, az allapotaikat kell megfelel6en dtnevezni.
PlL. a fenti két gépbdl, készitstink olyan Turing-gépet, amelyik
jobbra mozogva megkeres az els6 S;-t, majd onnantél fogva
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mindenre tesz egy vessz6t! A masodik gép allapotait atne-
vezziik, méghozza éppen gy, hogy legyen a masodik gép g
allapota az els6 gép g1 dllapota. Tehat az Osszetett gép tabla-
zata

go So R qo
go S1 R qo
9o Si-1 R qo
Qo Si S5i M
qo Siv1 R qo
go S» R qo
mS; Rq
mSi S m

HF

Minden jelet tegyen egy kockaval jobbra. [Triikk: a gép
ugy tud emlékezni egy informéciéra, hogy egy az informa-
cibnak megfelel$ allapotban van. (Vagyis a Turing-gép egy
Markov-folymat!)]

HF

A gép a szalagon egy egyesekb®l 4ll6 blokkot lemdsol a
szalag iires helyére.

Parciélis rekurziv fliggvény
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Egy n természetes szdmot egyszertien gy lehet reprezen-
tdlni a Turing-gép szaméra, hogy megadunk a szalagon egy
n hosszusagu 1-ekbdl 4ll6 sorozatot, majd egy tires kockat. A
Turing-gépek kozott lesznek olyanok, amelyek az ilyen tar-
talmu szalagot inputként hasznalva valahol megéllnak. Jelolje
f(n) aszalagon az olvasé-fejtdl balra 1évo egyesek szamét. Ez-
zel a Turing-gép altal végrehajtott mtivelet nem maés, mint egy
f: X CIN — N leképezés.

Egy f : X C IN — NN parcidlis fuggvényt parcidlis rekurziv
fiigguénynek neveziink, ha a fenti értelemben reprezentdlhat6
egy alkalmas Turing-géppel. Pl. a fenti HF-bdl kovetkezik,
hogy az f(n) = 2n figgvény parcidlis rekurziv figgvény.

Elddnthetd problémaosztaly

Tegyiik fel, hogy valamely kérdéseknek/problémaknak
egy osztdlya megfogalmazhat6é egy véges abc segitségével
ugy, hogy felvihetd egy Turing-gép szalagjara. (A szoka-
sos meghatarozds szerint) Q tipusti problémaknak egy osz-
talya kiszdmithato (eldonthet0, megoldhatd), ha létezik olyan M
Turing-gép, amely — alkalmazva az osztdlyba tartozo tetszdle-
ges Q kérdésre — az 1-en all meg, ha a Q-ra adott valasz IGEN
és [I-n, ha a valasz NEM.

PL. Legyen Q az a kérdés, hogy adott harom természetes
szam esetén, (a,b,c), igaz-e, hogy ¢ az a és b legnagyobb ko-
z0s osztdja? Ennek elddntésére, ismert egyszerti algoritmus
alapjan, konnyen konstrudlhat6 olyan Turing-gép, amely ezt
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a fenti értelemben eldonti.

11.3. A Turing-gépek standard leirasa

Mivel a Turing-gépek véges szdmu szimbdélumot hasznalnak.
az altaldnossag csorbitdsa nélkiil feltehetjiik, hogy ezek a je-
leka[1,1,1,17,.... Az éllapotokat is jelolhetjik a g,4',4", . ..
jelekkel. A gép miikodését megadhatjuk tehata [1,1,,4,R, L
jelekbdl 4ll6 stringek segitségével, pl. a

g0 1 R q
6]1 1// 1/ 6]2

utasitdsokbdl 4ll6 tdblazat megadhat6 egyértelmiien a kovet-
kez6 stringgel:

quq/qllllllq//
S6t, mindent kifejezhetiink a [J,1,1/,17, . .. abc-vel:

0« O
1 <1
/ o 1/
g < 1"
R o 1///
L o 1////



Az M Turing-gép miikodését meghatarozo tablazatot te-
hat egyetlen [J,1,1,1"7,1",1""-stringgel megadhatjuk. Ezt a
jelsorozatot [ M |-mel fogjuk jeldlni, és a Turing-gép standard
leirdsdnak nevezziik.

11.4. Egy  eldonthetetlen  problémaosztaly
(,,Halting problem”)

Tekintsiik a kovetkez6 kérdést:

Qum : Megall-e az M Turing-gép egy [ jelen, ha az [M]
jelsorozatra alkalmazzuk?

A Qum kérdés egyértelmiien megadottnak tekinthetd az
| M| megadasaval. Jelolje {Qum},, az ilyen kérdések osztélyat,
ahol M tetsz6leges Turing-gépet jelol. Arra kerestiink vélaszt,
vajon létezhet-e olyan algoritmikus eljards, magyarul olyan
Turing-gép, amely képes megvalaszolni minden a { Qu },, 0sz-
talyba tartozo kérdést.

Képzeljiink el egy S gépet, amelyik teljesiti ezt a feladatot,
tehat beolvassa az [ M| stringet és 1-en all meg, ha a vélasz
a Qum kérdésre IGEN, és [-n, ha a valasz NEM. A probléma,
hogy hogyan viselkedik ez a gép — melynek tetsz6leges | M |-
re miikodnie kellene —, ha az inputja éppen [S|? Ha S megall
az 1-en, az azt jelenti, hogy a Qs kérdésre a valasz IGEN, azaz
az S a [J-n 4ll meg ha [S]-ra alkalmazzuk. Es forditva, ha S a
[J-n 41l meg, az azt jelenti, hogy a Qs kérdésre a valasz NEM,
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tehat az S gép nem all meg a [J-n. Mindkét esetet egyfajta el-
lentmondasnak szokés tekinteni, és a szokasos konkluzié az,
hogy ilyen S gép nem létezik. Mds szdval, hogy a Q1 problé-
maosztaly algoritmikusan nem megoldhaté, eldonthetetlen.

Megjegyzés

Koénnyen gondolhatjuk, hogy a probléma abbdl szarmazik,
hogy a gép az IGEN és NEM vélaszokat az 1 és [ jeleken val6
megallassal kozli, és hogy mas lenne a helyzet, ha a gép a Ll-n
allna meg, ha a valasz IGEN és 1-en, ha NEM. Ez azonban nem
igaz. Ha létezik ilyen T gép, akkor konnyen konstrualhato
egy masik gép, amely a T IGEN jelzését 1-be, a NEM jelzését
[J-ba konvertdlja, s a két gép kombindcidja megint egy olyan
Turing-gép lenne, ami eleget tesz az eredeti feltételeinknek,
s a fenti argumentum alkalmazhat6, tehat nem létezhet ilyen
gép, kovetkezésképpen nem létezhet T sem.

Megjegyzés

Koénnyen beldthat6 az is, hogy a helyzeten semmit sem val-
toztat, ha a Qp kérdést méasképpen kddoljuk, hiszen mindig
talalni olyan Turing-gépet, amelyik a M egy tetszbleges masik
kédolasat az [ M| stringbe konvertélja, és viszont.

Megjegyzés

Mivel hat kiilonboz6 karaktert hasznalunk, megtehetd,
hogy az [ M] stringet egy hatos szamrendszerbeli szamként
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reprezentdljuk. Definidljuk (Sic!) a kovetkezd fiiggvényt:

(M) = 1 ha Qp-re a valasz IGEN
4 | 0 ha Qu-re a valasz NEM

Mivel nincs olyan gép, amely ezt megoldand, a ¢ fiiggvény
nem parcidlisan rekurziv. (Nagyon problematikus példa!)

11.5. Univerzalis Turing-gép

Azt gondolhatndnk, hogy a probléma abbdl fakad, hogy nem
lehetséges olyan gépet konstrualni, amely képes atfogni az
Osszes lehetséges Turing-gép miikodését. Belathaté azonban,
hogy ilyen gép létezik. Univerzilis Turing-gépnek nevezziink
egy olyan U gépet, amely képes arra, hogy beolvassa egy
tetszbleges gép [M| standard leirdsat, és beolvasva egy tet-
szbleges | P| kédjat a szalagnak szimulédlja M mtikodését a P
szalag-tartalom mellett. (Annak leirdsat, hogy egy ilyen uni-
verzalis Turing-gép hogyan miikodik, ldsd Crossley 40-41 ol-
dal.)

A ,Halting” probléma univerzélis Turing-gépre

Vizsgaljuk tehat azt a szitudciét, amikor az U univerzalis
Turing-gép az M gépet fogja szimulalni, amikor az az | M|
stringre van alkalmazva. Mas széval, U szdmaéra adott a

Wy =« [M] *x [[M]] *
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string, mint input. (A * csak segéd jel, amely jelzi a gép sza-
maéra, hogy mett6l meddig terjed egy egybefiiggd része a be-
olvasott stringnek.) Tekintsiik a kovetkezd kérdést:

Qw : Megall-e az U univerzalis Turing-gép egy [l jelen, ha
a W jelsorozatra alkalmazzuk?

Legyen {Qw}, az ilyen kérdések osztilya. Létezik-e
Turing-gép, amelyik képes megvélaszolni a {Qw }, osztilyba
tartozo Osszes kérdést? Valaszunk az, hogy nem.

34. Tétel. A {Qw}y problémaosztily nem eldonthetd.

Bizonyitds

{Qw} nyilvan tartalmazza az olyan Qu kérdéseket is,
ahol W = W)y Mivel ilyenkor U szimuldlja M miikodését,
U akkor és csak akkor all meg [l-n ha M [l-n all meg, ha M-et
| M ]-re alkalmazzuk. Mas széval, a { Qw }, problémaosztaly
csak akkor lehetne eldonthet6, ha a {Qum},, problémaosztaly
eldonthet6 lenne.

11.6. Turing-gépek mint string-atalakitok

Mivel a Turing-gép miikodése kozben egy adott pillanatban
a szalagjara csak véges sok jel van irva, az adott szituaciot
egyetlen stringgel lehet jellemezni, amely tartalmazza azt az
informéciét, hogy milyen jelek vannak a szalag azon szaka-
szara {rva, amelyik tartalmazza az éppen beolvasott kockat, a
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beolvas¢ fej pillanatnyi pozicidjat, és a gép allapotat. Példaul
a

1

1 I’ 1

pillanatnyi helyzetet a kovetkez szitudcid-stringgel lehet le-
irni:
*1Dq31’Dl*

A gép kovetkezd 1épésének végrehajtdsa utan egy 4j szitua-
ci6 4ll el6. Hogy egy W szituaciérél milyen soron kovetkezd
W’ szitudcidra jutunk, azt a W-ben megjelend ¢;S j kombinacio
hatdrozza meg. A kovetkezd szituacid-string atalakitdsi sza-
balyok vannak:

negyes transzformacio
qiS;Sk4 q:Sj — 415k
7iS;Ra) qiSiSk — SiqiSk | minden Sy-ra

qiS]'* — S]qlD*
SkqiS]' — qlSkS]' minden Sk—ra
*qiS]' — *qlDS]'

qiS;Lq;

Tehat a x-nak az a hatdsa, hogy ha a jobbra vagy balra 1épés-
hez mér nincs hely akkor 1j tires kockét iktat be.
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Ezzel a moédszerrel egy tetszOleges M gép reprezentdl-
hat6 a megfelel6 string-transzformdciés szabédlyok halmaza-
val. Minden szituaci6-stringre valamelyik atalakitdsi szabaly
vonatkozik, és az egymadst kovetd atalakitdsok sordn nyert
stringek valoban tiikrozik az M gép miikodése kdzben kiala-
kul6 szitudcidokat. Az a szitudcid-string, amelynél a gép meg-
all a [ jelnél, tartalmaz egy ¢,] kombinaciét, olyat, amely se-
hol sem jelenik meg a transzformacios szabdlyok bal oldalan.

Vezessiik be erre az esetre a kovetkezd transzformdcios
szabdlyokat:

gpd — O
gg : <<i }minden S-re

ahol ¢ egy Gjonnan bevezetett szimbélum. Ezzel elérjiik, hogy
a szitudcio-string akkor és csak akkor fejlédik ¢-ba, ha az M
gép megall [I-nél.

M-kalkulus

Nevezziik az igy kiegészitett transzformacios szabalyokat
M-kalkulusnak. Azt fogjuk irni, hogy W »— W' ha létezik
transzformdacidknak olyan sorozata az M-kalkulusban, hogy
az a W stringet a W' stringbe viszi.

W — ¢ akkor és csak akkor, ha a szituaci6, amelyet W leir,
az M gép megallasdhoz vezet L]-n.
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Legyen most az M gép az univerzéalis Turing-gép. Tekint-
siik a kovetkezd kérdést:

Qiy: Igaz-e, hogy W — ¢ az U-kalkulusban?

Es jelolje {Q}y },y az ilyen kérdések osztalyat, ahol W egy
tetsz8leges szitudcio-string. A 34. tétel trividlis kovetkezmé-
nye:

35. Tétel. A {Qjy}y problémaosztily nem eldonthetd.

11.7. A string-atalakitasok reprezentacidja a pre-
dikatum kalkulusban

Az els6rendii nyelv, amelyet haszndlni fogunk, a kdvetkezs-
ket tartalmazza:

1,1, O, *, ... konstansok az U-kalkulusban

f tiggvény, amely stringeket f{iz 9ssze

Tr két argumentumos predikdtum a transzforméciok leira-
sara

Fliggvény a betlik 0sszef(izésére

Az f(x,y) fuggvényt roviden csak (x, y)-nal fogjuk jelolni,
és a kovetkezd axiomanak tesz eleget:

M) (x (v2)) = ((xy)2)

Igy tetszbleges string konstans terminusnak tekinthetd. Pl.
az *[Jg31* string agy irhat6, mint (x (LJ (g3 (1 (%))))). (1) axi-
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6ma kovetkeztében a zardjeleket tetszés szerint atcsoportosit-
hatjuk, tehat nincs jelentdségiik, ezért elhagyjuk.

A stringek atalakitdsara vonatkoz6 axiémaék

Legyen t; és t; két tetsz6leges terminus. A Tr (t1, t,)-re vo-
natkozoéan elég sok axioméat kivanunk rogziteni ahhoz, hogy
garantdlva legyen, hogy tetsz6leges két szitudciod-stringet leir6
W, és W, konstansra a Tr (W, W) akkor és csak akkor legyen
levezethetd, ha W, — W,. Elsdként,

(2) Tr (xTy, xT'y) valahanyszor T — T’ az U-kalkulusban.

Vildgos, hogy ez az axidmaséma garantélni fogja a megki-
vant tulajdonsagot, minden olyan W; = XTY és W, = XT'Y
stringekre, ahol T a transzformacids szabalyok egyikben a bal-
oldalon szerepel, vagyis, amikor W, kozvetlen kovetkezmé-
nye Wi-nek valamely T ~— T’ transzforméciéval.

Most nyilvdn hozz4 kell tenniink a kovetkez6 axiomat:

3) (Tr(x,y) NTr(y,z)) — Tr(x,z)

Ezzel elértiik, hogy (1)A(2)A(3) F Tr (W;, W,) akkor és csak
akkor, ha Wy — W,.

Az axiémak elimindlasa, eldonthetetlenség

Mivel véges sok axiomdank van (mert véges sok T — T’
transzformdcios szabaly van), ezeket egyetlen nagy konjunk-
ciéba Osszefoglalhatjuk. Legyen ez ¢. Tehat, W; — W, akkor
és csak akkor, ha ¢ - Tr (W, W,), ami akkor és csak akkor, ha
= ¢ — Tr (W;, W,). Specialisan:
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36. Tétel. W — O akkor és csak akkor, ha = ¢ — Tr (W, Q)

Definidljuk a kdovetkez kérdést:

Qy: Igaz-e, hogy - 9?

Eslegyen {Qy} p &2 ilyen kérdések osztédlya, ahol i tetsz6-
leges formulaja PC-nek.

37. Tétel. A {Qy} p Problémaosztdly nem eldonthetd.

Bizonyitds

Ha a {Qy}, problémaosztily eldonthetd lenne, akkor el-
donthet6 lenne a ¢ — Tr (W, Q) tipust formuldkra vonatkozo
sziikebb osztdly is. A 36. tétel miatt azonban ez csak akkor le-
hetne igaz, ha eldontet6 lenne a { Qyy },, problémaosztaly, ami
— mint a 35. tétel kimondja — nem 4ll fenn, s ezzel a tételt
bizonyitottuk.

Tekintsiik végiil a kovetkez6 kérdést:

Qy: Igaz-e, hogy = ¢?

Fs legyen {QQD }¢ az ilyen kérdések osztalya, ahol i tetsz6-

leges formulédja PC-nek. A teljességi tétel kimondja (22. tétel),
hogy - ¢ akkor és csak akkor, ha = ¢. Vagyis a 37. tétellel
egylitt azt is bizonyitottul, hogy

38. Tétel. A {Q{P} problémaosztdly nem eldontheto.
4
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Megjegyzés

1

Elkeriilendd a félreértéseket, amelyekkel a populéris iro-
dalomban gyakran talalkozunk, ne gondoljunk tobbet a fenti
eldonthetetlenségi tételek mogé, mint amit valdjdban bizonyi-
tottunk! A tételek nem azt dllitjik, hogy az adott problémaosz-
talyba tartozo problémdk nem donthetdk el algoritmikusan! A té-
telek azt allitjak, hogy nem létezik egyetlen algoritmus (Turing-
gép), amely az osztdlyba tartozo dsszes kérdést meg tudja va-
laszolni.

2

A ,Halting” probléma targyaldsédnal felbukkan az , 0nre-
ferencia” motivuma. Vildgosan kell 1atni azonban, hogy en-
nek nincs kiilonosebb jelent6sége, és semmi koze nincs a
,megismerhetd-e a vildg, amelynek mi is részei vagyunk” jel-
legti endofizikai probléméhoz és mas episztemoldgiai kérdés-
hez. Egyéltaldn, a széban forgd matematikai tételek mogott —
még ha le is forditjuk 8ket valamilyen val6sdgos szituaciora
— semmiféle metafizikai mélység nincs. Amikor az univerza-
lis Turing-gép a * [ M| * * [ [ M| * stringet olvassa be, akkor
egyszeriien olyan utasitdsok Osszességét programozzuk bele,
melynek alapjan egyszerre kellene neki igent és nemet mon-
dania, amit nyilvdn nem tud, ugyanuigy, mint egy biciklivel
nem lehet egyszerre jobbra és balra kanyarodni, vagy kérdé-
ses mi torténik egy autéval, ha egyszerre nyomjuk a féket és a
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gazt.

12. Az aritmetika axiomai

Az aritmetika axiomatikus elméletét a PC(=)-ben fogjuk meg-
fogalmazni:

(A1) = (0 = sx)

(A2) (sx =sy) = (x =y)

(A3)x+0=x
(Ad) x +sy =s(x+y)
(A5)x-0=0

(A6)x-sy=(x-y)+x

(A7) ($(0) AVx (p(x) = (sx))) — Vaip(x)

ahol természetesen x = y, x + y illetve x - y az E(x,y),
+(x,y) illetve -(x,y) helyett 4ll, ahol E az egyenl6ség predi-
katum, + és - pedig fliggvények. Az s fiiggvény szemléletes
jelentése a ,hozzdadunk egyet” mtivelet, i pedig egy tetszo-
leges formula. (A7)-et az indukcié axiomasémdjdnak is szokés
nevezni. Ezeknek az axidmdknak a halmazat agy fogjuk je-
16Ini, hogy {aritmetika}.

HF

e Adjuk meg ebben a nyelvben azt a formulat, amelynek
szemléletes jelentése az lenne, hogy egy szam a masik-
nak osztdja.
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e Adjuk meg azt a formulat, amelynek szemléletes jelen-
tése az, hogy egy szam prim szam.

Vezessiikkbea l,2,3, ... jeleket a kovetkez6 terminusok jelolé-
sére:

1: sO

2: ss0

k: s...s5 0
k darab

Megjegyzés

1

A jeldlésekben haszndljuk a szamokat és irunk olyat, hogy
,k-darab”, stb. Vegytik észre, hogy ezek csak kényelmi, tipog-
réfiai eszkdzok, és nem torténik lényegi hivatkozas valami-
lyen ,el6zetesen ismert aritmetikara”.

2

Gyakran olvashatunk az irodalomban olyan gondolat-
meneteket, amelyek a ,,szdndékolt interpretaciérol” szolnak.
Természetesen, lehet valamilyen intuiciéonk elézetesen arrdl,
hogy az axiomatikusan felépitendé matematikai struktaratol
mit varunk. De ennek szigort, elméleti, matematikai értelem-
ben nyilvdn nem lehet semmiféle jelentésége. (A matemati-
kaban egyébként is szamtalanszor elfogadunk formaélis elmé-
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leti gondolatmenetek ttjan nyert konklazidkat, melyek eset-
leg ellentmondanak a ,j6ézan észnek”, vagy az el6zetes intu-
itiv varakozdsainknak. Gondoljunk péld4ul arra, hogy intui-
tive tObb racionélis szdmnak kellene lennie, mint egész szam-
nak, mégis elfogadjuk a formalis bizonyitast, hogy a két hal-
maz szamossaga azonos.)

Osszegezve tehat, az aritmetika az, amit most axiomatiku-
san felépitiink!

3

Természetesen lehet arrél beszélni, hogy egy axiomatiku-
san felépitett aritmetika hasznos matematikai strukttra-e sza-
munkra, abban az értelemben, hogy haszndlhat6é-e a vilag
leirdsdban, vagyis a fizikai elméletekben. Tehat az aritme-
tika axiomatikus felépitése soran lehet az a szandékunk, hogy
egy olyan struktarat hozzunk létre, amely majd alkalmas lesz
— egy megfeleld fizikai elmélet részeként — annak leira-
sara, hogy hogyan miikddik a pénztargép, vagy alkalmazhat6
lesz abban a fizikai elméletben, amelyet egy juhdsz haszndl a
nydjba tartozo6 juhok nyilvéntartasara, stb.

+

Egyel6re nem tudjuk tehét azt sem, hogy pl. ,2+2=4". Ezt
csak akkor allithatjuk, ha bebizonyitottuk. Tehat, bizonyitsuk
be, hogy 2 + 2 = 4!

39. Tétel. {aritmetika} - 2 + 2 = 4 a PC(=)-ben.

83



Bizonyitds
A jeldlések definicigjat alapul véve tehat azt kell bizonyita-
nunk, hogy ss0 4+ ss0 = ssss0:

1. 550 + ssO = s(ss0 + s0) [(A4)-bo]]
2. 5(ss0 4 s0) = ss(ss0+ 0) [(A4)-bol]

3. ss0 4 ss0 = ss(ss0 4+ 0) [1. és 2. alapjan (E2) és (MP)
felhasznalasaval]

4. ss0+ 0 = ss0 [(A3)-bdl]

5. 550 4 550 = ss550 [3. és 4. alapjan (E3) és (MP) felhaszna-
lasaval]

HF

Bizonyitsuk be, hogy ,2 -2 # 57, azaz, hogy
{aritmetika} - —(2-2 = 5)!

5

Félreértések elkeriilése érdekében felhivjuk a figyelmet
arra, hogy az itt alkalmazott jelolések eltérnek a tankonyvek-
ben szokdsos jelolésektdl. Az itt szamokkal jelolt 1,2,.. ., és
szamoknak, tehat , egynek”, , kettének”, stb. nevezett indivi-
duum konstansok rendszerint valamilyen megkiilonboztetd
jelolést kapnak, 1,2,3,... (I4sd Crossley), vagy 0(1,02),00),
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(lasd Hamilton), stb. Es rendszerint nem is nevezik ket sza-
moknak, hanem , szamjegyeknek”, ,,szamneveknek” (numer-
als, numeral terms), megkiilonboztetésiil az ,igazi” szamok-
t6l, azaz valamilyen értelemben mar el6zetesen 1étez6 szamel-
mélet szam-fogalméatol, melyeknek a fenti értelemben vett axi-
omatikus aritmetika valamiféle , axiomatizalt” elmélete. Az
itt szorgalmazott felfogads szerint azonban az aritmetika az,
amit itt axiomatikusan megadunk. Nincsenek ,aritmetikai
igazsdgok” mésok, mint amiket az axiomatikus aritmetika-
ban az axiomdakbol levezethetiink. Semmi okunk tehat arra,
hogy éppen azt jeldljiik valami mdassal, ami van, és azt jeloljiik
1,2,3,...-mal, ami nincs!

13. Godel inkomplettségi tétel

13.1. Godel-szadmozas

Egy formula Godel-szama
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Az aritmetikdban hasznalt jelekhez szdmokat rendeliink:

0
S

_|_

(
)

(VRN URR O B R R
oD BS 0 ®NOUl e WN

X
|
A
=

—
W

A valtozok jeldlésére hasznaljuk a X[, X1 X ||« - - jeleket. Tekint-
siik az aritmetika egy formuldjat, péld4ul

+(5(s(0)),5(s(0))) = s(s(s(s(0))))

Ehhez a kovetkez6képpen rendeliink szamot:

+ (s (s ... ) ) )
36262 ... 7 7 7
235711 ... 113 127 131

23365276112 .. 113712771317
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Vildgos, hogy ezzel a mddszerrel minden ¢ formuldhoz
egyértelmiien hozzarendeltiink egy szdmot. Ezt a szdmot a
¢ formula Godel-szdmdnak nevezzik, és [ ¢ |-vel fogjuk jeldlni.
Természetesen, nem minden természetes szam Godel-szama
valamilyen formuldnak. De ha az, a primfelbontéds egyér-
telmtisége miatt, egyértelmii, hogy milyen formula Godel-
szamdarol van szo.

Egy formula sorozat Godel-szdma

Legyen ¢1,¢,, ¢3,... formuldk egy sorozata. A formu-
lasorozathoz rendelt Godel-szam: 2[91139215[9s] ... Vilagos,
hogy a primfelbontas egyértelmiisége miatt egy formulaso-
rozat Godel-szdma egyértelmiien meghatdrozza, hogy milyen
formulédk sorozatédrol van szo.

13.2. Godel-mondat

Tekintsiik a kovetkezd meta-elméleti (tehat az aritmetikarol
sz6l0) predikatumot:

PfM(x,y): az x Godel-szdmu formulasorozat az y Godel-
szamu formula bizonyitésa.

Most kicsit bonyolitsuk meg:

PfM(x,y,z): x azon formula bizonyitdsdnak a Godel-
szama, melyet az y Godel-szam1, egy szabad véltozo6t tartal-
mazo6 formulabol kapunk, tigy, hogy a véltozo helyére a z sza-
mot (individuum valtozot) helyettesitjiik.
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A PfM(x,y,z) allitdsra tgy tekinthetiink, mint szamok ko-
z0Otti reldciora, vagyis az allitas akkor és csak akkor igaz, ha a
megfeleld relacié fennall. Ha mondunk hdrom szamot, x, vy, z,
akkor egyszerti aritmetikai algoritmusoknak a (természetesen
bonyolult) sorozataval eldonthets, hogy a Pf™(x,y,z) mon-
dat igaz-e vagy hamis. Hiszen szamok primfelbontasat, és
més hasonl6 aritmetikai mtiveleteket kell ehhez elvégezni. (A
megfelels reldcié rekurzive megadhat6.) Ennek alapjan meg-
mutathatd, hogy létezik olyan Pf(x,y, z) formuléja az aritme-
tikdnak, amelyre

{aritmetika} - Pf(x,y,z) ha PfM(x,y,z) igaz )
{aritmetika} - =Pf(x,y,z) ha PfM(x,y,z) hamis

Tekintsiik most a =3xPf(x,y,y) formulédt az aritmetika-
ban. Legyen ennek a formuldnak a Godel-szdma g. A kovet-
kez6 mondatot Godel-mondatnak szokas nevezni:

—3xPf(x,8,8)

és G-vel fogjuk jeldlni.
40. Tétel. Sem G, sem —G nem vezetheto le az aritmetikdban, tehdt

{aritmetika} ¥ G
{aritmetika} ¥ -G
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Bizonyitds

Tegyiikk fel, hogy G bizonyithaté, vagyis hogy
{aritmetika} + —3JxPf(x,g,g). Legyen a bizonyitasat al-
kot6 formulasorozat Godel-szama m. Tekintettel arra, hogy a
¢ Godel-szama formula a -3xPf(x,y,y), ez azt jelenti, hogy
m a Godel-szdma azon formula bizonyitasanak, melyet tgy
kapunk, hogy a ¢ Godel-szamu formuldban a valtozé helyére
¢-t helyettesitiink. Azaz, a Pf™(m, ¢, ¢) mondat igaz, mas
sz6val az m, g, ¢ szdmokra fenndll a megtfeleld relacio, vagyis
{aritmetika} - Pf(m, g, ), ami ellentmondais.

Most tegyiik fel, hogy -G bizonyithatd, tehat
{aritmetika} F —-—-3xPf(x,¢,¢), vagyis {aritmetika}
dxPf(x,8,8). De az az els§ részben éppen azt bizonyi-
tottuk, hogy {aritmetika} ¥ —3xPf(x,g,g), mds szo6-
val, hogy nincs olyan formulasorozat, amely bizonyit4sa
lenne —3xPf(x,g,¢)-nek. Ez azonban azt jelenti, hogy
1 nem Godel-szama egy megfelelé bizonyitdsnak, vagyis
PfM(1,¢,¢) hamis, hasonléan, PfM(2,¢,¢) hamis, és igy
tovédbb. Kovetkezésképpen,

{aritmetika} F —Pf(1,g,9)
{aritmetika} + —Pf(2,¢,9)

ami ellentmondds, ha feltessziik, hogy az aritmetika w-
konzisztens, ami azt jelenti, hogy nem létezik olyan egy
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szabad valtoz6t tartalmazo ¢(x) formula, amelyre egyszerre
fenndllna, hogy

{aritmetika} F dx¢
{aritmetika} F —¢(
{aritmetika} F —¢(
{aritmetika} F —¢(

A tétel alapjan tehat azt mondhatjuk, hogy az aritmetika
vagy nem w-konzisztens, vagy létezik benne olyan mondat,
amelyre az 4ll, hogy sem 6, sem a negdltja nem bizonyithato.

Megjegyzés

Godel-féle eredeti bizonyitas kis modositasaval sikertilt
gyengébb feltétel mellett is bebizonyitani a tételt, nevezetesen,
hogy ha az aritmetika konzisztens, akkor létezik benne olyan
mondat, hogy sem 8 sem a negéltja nem bizonyithato.

13.3. Bizonyitas és Igazsag

"Roviden, Godel megmutatta, hogy a bizonyitds az igazsdgndl gyen-
gébb fogalom, fiiggetleniil a haszndlt axiomarendszertdl.” — irja
Hofstadter a Godel, Escher, Bach c. m{ivében. Vitatkoznunk
kell ezzel a széles korben elterjedt nézettel, noha a tétel jelen-
tésének egy ilyenfajta értelmezése nem 4ll tdvol Godel plato-
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nista nézeteivel. Tekintsiik 4t Gjra a Godel-tétel bizonyitasa-
nak sémadjat:

Meta-matematikai Targy-elmélet
elmélet (aritmetika)
I
(M, ) > L
<~
¢
M < L

Godel-szamozas

Vagyis, adott egy meta-matematikai elmélete az L formalis
rendszernek. Ez azt jelenti, hogy adott egy mésik formaélis
rendszer M és egy szemantika S, ami M-et és L-et Osszekoti.
Példaul olyan mondatokat tudunk mondani M-ben, mint ,a
¢ tformula L-ben nem bizonyithat6”, amely az L egy tulajdon-
sagat hivatott allitani. Jeloljiik az egyszertiség kedvéért ezt a
mondatot nb(¢)-vel. Az ilyen és hasonlé mondatoknak van
egy Igazsdg, értelemben vett igazsdga az (M, S)-ben. Vagyis
egy M-beli formula akkor igaz)!, ha az S szemantika értelmé-
ben 8 egy olyan allitds L-r6l, amely tényszertien fenndll L-re.
Példaul, nb(¢) akkor igaz)!, ha nem létezik ¢p-nak bizonyitisa
L-ben, mas sz6val, ha nem igaz, hogy ¢ igaz}.

A tétel bizonyitasaban ezek utdn megjelenik egy masik le-
képezés is, a Godel-szamozas 4ltal generdlt ¢ leképezés. (Szo-
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kas ezt Godel-izomorfizmusnak nevezni.) Gyakran tévesen
azt allitjdk, hogy ¢ ,meg6rzi az igazsagot”, vagyis, hogy ha
w igaz)!, akkor ¢(a) igaz L-ben. Mads széval, hogy Godel-
zsenidlis triikkje éppen az volt, hogy az aritmetikarol szol6
meta-matematikai elméletet reprezentéalta magaban az aritme-
tikdban.

Errél azonban nincs sz6. Vegyiik észre, hogy a bizonyi-
tdsban nem is haszndltuk ki, hogy 9 egy igazsag-megdrz6
izomorfizmus lenne. Csupén azt tettiik fel (lattuk be), hogy
specidlisan a PfM(x,y,z) tipusi meta-elméleti mondatokon
az. Vagyis, hogy ha PfM(x,y,z) Igaz}!, akkor {aritmetika} +
Pf(x,y,z),ahol Pf(x,y,z) a® (PfM(x,y,z)) formulatjeloli, és
ha PfM(x,y,z) nem Igaz)!, akkor {aritmetika} - —Pf(x,y,z).

Téves tehat minden olyan megfogalmazds, hogy a G
Godel-mondat, vagyis a =3xPf(x,g,g) aritmetikai mondat
azzal a meta-elméleti jelentéssel bir, hogy ,G (vagyis sajat
maga) nem bizonyithaté L-ben”, vagyis nb(G). Ezt csak ak-
kor mondhatnédnk, ha valéban megadtunk volna egy olyan
igazsag-megbrzd leképezést M-b6l L-be, amelyik kiterjed
nb(G)-re is és amelyre igaz, hogy ¢ (nb(G)) = G. Eppen a
bizonyitott tétel teszi ezt lehetetlenné. Ha ugyanis, G valoéban
reprezentdlna az nb(G) meta-matematikai éllitast, akkor telje-
siilnie kellene, hogy

1. Ha nb(G) Igaz}!, akkor az 6t reprezentalé G = 8¢ (nb(G))

92



formula Igaz}, azaz b —G.

2. Ha nb(G) nem Igaz)!, akkor az 6t reprezentdlo G =
& (nb(G)) formula negaltja Igazt, azaz | G.

De éppen a tétel szerint sem G sem —G nem tétel, tehat az
nb(G) meta-matematikai allitas Igaz}!, ezzel szemben nem 4ll
fenn, hogy G reprezentélhatja az nb(G) meta-elméleti monda-
tot.

Természetesen, ezzel egyiitt az is értelmetlen, hogy ,a G
mondat »igaz«, hiszen azt allitja, hogy 6 nem bizonyithato, és
— minthogy bebizonyitottuk, hogy nem bizonyithat6 — iga-
zat allit.”

Vitatkoznunk kell azzal a gyakori megfogalmazassal is,
hogy a tételben levezetett allitds Snmagaban paradox, tudniil-
lik, hogy van olyan mondata az aritmetikdnak, amelyre az 4ll,
hogy sem 6 sem a negéltja nem bizonyithat6. Nem kétséges,
hogy a matematikai platonista szdmadra ez az tény zavarba
ejtd: sokan ugy gondoljdk, a Godel-mondat mint az aritme-
tika egy mondata egy szamokrdl tett kijelentés, s mint ilyen,
sziikségképpen vagy igaz vagy hamis.

Természetesen, egy formalista alldspont szerint nem csak
a Godel-mondat, hanem az aritmetika egyetlen jolképzett for-
muldja sem ,allit” semmit a ,,szamokroél”, barmik is legyenek
azok, mert hogy semmiféle jelentést nem tételeziink fel: arit-
metika az, amit itt axiomatikusan megadtunk, és az mondhat6
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,gaznak” az aritmetikdban, amit az adott rendszerben bizo-
nyitani lehet, és csak ebben az Igazsag; értelemben.

Megjegyzendd azonban, hogy a Godel-mondat a plato-
nista felfogds mellett sem hordoz — nem hordozhat — a sza-
mokra vonatkozo jelentést, s igy nem kell sem igaznak sem
hamisnak lennie. Mert tegyiik fel, az argumentum kedvéért,
hogy vannak absztrakt entitdsok, és hogy ezek birodalmaban
ott vannak a természetes szamok, melyekre bizonyos tények
fennallnak. Es tegyiik fel azt is, hogy a PA egy helyes elmélete
ezeknek a platéni szdmoknak. (Nem kérdezziik most meg,
hogy milyen episztemikus hozzaféréstink van ezekhez, és a
PA helyességét hogyan konfirméljuk, stb.) Ez olyasmit jelent,
hogy a PA formuldinak legalabb egy része a platoni szdmokra
vonatkozo tényeket reprezental. Vagyis — ahogyan ezt a rep-
rezentacios tulajdonsagot Godeltdl megtanultuk —, egy ¢ for-
mula reprezentalja (jelenti) a dolgok egy A-val jelolt allasat a
szamok vildgban, ha a kovetkez6 kritérium teljesiil: A eleme
dolgok 4llasa egy { A, }, csalddjdnak és ¢ eleme formuldk egy
{¢1}, csaladjanak, agy, hogy minden A-ra

2+ ¢y ha A, fenndll a szamok vildgaban
2= =) ha A) nem 4ll fenn

Marmost nyilvanval6, hogy ha vannak is a PA-nak ilyen
jelentés-hordozasra alkalmas formuldi, a Godel-mondat nem
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ilyen, tehat semmiféle jelentést nem hordozhat, tehat nem kell
sem igaznak sem hamisnak lennie.

14. Godel masodik inkomplettségi té-
tele

Az aritmetika akkor és csak akkor konzisztens, ha
{aritmetika} ¥ 0 = 1. Ha ugyanis {aritmetika} - 0 = 1,
akkor (A1)-bdl és (A2)-b6l azonnal a negéltja is kovetkezik,
tehat a rendszer inkonzisztens. Masfel6l, ha a rendszer
inkonzisztens, akkor a 3. tételb6l kovetkezben barmilyen
mondat levezethet, igy az is, hogy 0 = 1. Az ,aritmetika
konzisztens” meta-matematikai allitas tehat ekvivalens azzal
a meta-matematikai allitdssal, hogy ,nem vezethet6lea0 =1
formula az aritmetikaban”.

Jeldljikk a 0 = 1 formula Godel-szdmat k-val, és tekintsiik
most a kovetkezd Consis-nek nevezett mondatot:

Vx=Pf(x, k)

Bonyolult bizonyitdssal levezethetd az aritmetikdban, hogy
Consis — G ahol G a —3xPf(x,g,g) Godel-mondatot je-
16li. Ha tehat Consis levezethetd lenne az aritmetikdban, azaz
{aritmetika} - Consis, akkor a {aritmetika} - Consis — G-
b8l (MP)-vel azonnal kovetkezne G, melyrdl viszont bebizo-
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nyitottuk, hogy nem levezethet6. Vagyis igaz a kovetkez6 té-
tel:

41. Tétel (Godel 11. inkompletségi tétel). A Consis mondat
nem vezetheto le az aritmetikdban.

Megjegyzés

A tételt rendszerint Ggy interpretdljak, hogy az aritmetika
konzisztencidjat nem lehet magaban az aritmetikaban bizo-
nyitani. Ez az interpretaci6 azonban hamis: Nem igaz, hogy
a Consis mondat, vagyis a Vx—Pf(x,k) a ,Nem vezethet6 le
a 0 = 1 formula az aritmetikdban”, vagy a vele ekvivalens
Az aritmetika konzisztens” meta-elméleti mondatot repre-
zentdlja. Ahhoz ugyanis, hogy a Consis valéban reprezentélja
,az aritmetika konzisztens” meta-matematikai mondatot az
aritmetikaban, (2) értelmében annak kellene teljesiilnie, hogy
;. Consis, ha a rendszer konzisztens, és 1 —Consis, ha a
rendszer inkonzisztens. De ez nem teljesiil! Hiszen éppen ak-
kor, ha az aritmetika konzisztens, Consis nem tétel (masodik
Godel-tétel). Raadasul, amikor az aritmetika inkonzisztens,
akkor tétel.

Bizonyos értelemben semmilyen L rendszer konzisztencia-
jat nem lehetséges magéaban a rendszerben reprezentalni a (2)
értelemben. Hiszen tegyiik fel, hogy ¥ lenne az L azon for-
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muldja, amelyik az ,L konzisztens” meta-matematikai mon-
datot reprezentédlja. A legtobb, ami megval6sulhat, hogy L
konzisztens és a i mondat levezethetd. E tény azonban soha-
sem tekinthetd a konzisztencia indikdtordnak, hiszen ¢ nyil-
van akkor is levezethet6, ha L inkonzisztens. A Consis eseté-
ben, mint megallapitottuk, a helyzet csak rosszabb!

A helytelen értelmezés forrdsa természetesen az, hogy az
egyébként jelentés nélkiili Vx—Pf(x, k) formulat valamiféle in-
tuici6 alapjdn meta-matematikai jelentéssel ruhazzuk fel.

15. Halmazelmélet

15.1. ,Naiv” halmazelmélet — formalis (axioma-
tikus) halmazelmélet

Szokdas azt mondani, hogy azért kell a halmazelméletet ,,axi-
omatizdlni”, mert a ,naiv” halmazelméletben bizonyos para-
doxonok fogalmazhatok meg, és az axiomatikus moédszerrel
ezek kikiiszobolhetSk. Természetesen nem ezért kell megad-
nunk a halmazelmélet axiomatikus elméletét, hanem azért,
hogy egyédltalan legyen halmazelmélet. Mas szdval, nincs
,naiv” halmazelmélet! (Legfeljebb abban a didaktikai érte-
lemben, ha egy tankdnyvben bevezetiink néhany halmazel-
méleti fogalmat és kimondunk néhdny halmazelméleti tételt,
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anélkiil, hogy megadnank ezek bizonyitasat.)

Ernst Zermelo (1905) és Abraham Fraenkel (1920) utén, a
halmazelmélet itt targyalt axiomatikus elméletét ZF-nek szo-
kas nevezni.

A halmazelméletet a PC(=)-ben adjuk meg. Az egyenl8sé-
gen kiviil a nyelv tartalmazni fog egy kétvaltozos predikatu-
mot, € (,,eleme”).

15.2. A halmazelmélet (ZF) axiomai

(ZF1) 3xVu— (u € x)
(iires halmaz axioma) Mivel ez az axiéma garantélja az iires hal-
maz létezését, bevezetjiik az iires halmaz jelolésére a @ jelet.
(ZE2)VxVy Vu(u ex < ucy) < x=y)
(meghatdrozottsdgi axioma) Az axioma azt fejezi ki, hogy a hal-
mazokat egyértelmiien meghatdrozza, hogy mik az elemei.
Jelolés
u C v a kovetkez6 formula roviditése: Vx (x € u — x € v)
(ZE3) VxVy3IzVu (u € z > u=xVu=y)
(pdraxioma) Vagyis két halmazbdl lehet képezni egy olyan hal-
mazt, amelynek 6k az elemei.
Jelolés
Az axiéma altal garantdlt z halmazt szokas a kovetkezd-
képpen jelolni: {x,y}
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(ZF4) Vx3AyVz(z ey < Ju(u € x Nz € u))
(az unié axiomdja)

Jelolés

Azt az objektumot, amelynek létezését (ZF4) garantdlja Ux-
el fogjuk jelolni. Pl. két halmaz unidjara, vagyis az U {x,y}
halmazra bevezetjiik az x U y jelolést.

(ZF5) Vx3dyVz (z € y <> z C x)

(a hatvdnyhalmaz axiomdja)

Jelolés

Az axiéma éaltal garantalt y halmazt szokas 2*-el jel6lni.

(ZF6) Vx3y¢ (x,y) — Vz3uVv (v € u <> Jo(o € zA ¢ (0,v))),
ahol ¢ (x,y) tetszbleges két szabad véltozoét tartalmazé for-
mula, melyben feltessziik, hogy a Vv és Vo kvantifikdciok nem
fordulnak eld.

(helyettesitési axiomaséma)

(ZF7)Ix (@ e x A\Vy(y € x = yU{y} € x)) {y} arovidi-
tése az {y, y}-nak)

(a végtelen halmaz axiomdja)

(ZE8)Vx(~x =0 —=3Jdy(yexA-Fz(zeyAz€Xx)))
(regqularitdsi axioma) Vagyis, hogy minden nem {ires x halmaz-
nak van olyan eleme, amely diszjunkt x-t6l. Ezzel elérjiik azt,
hogy egyetlen halmaz sem lehet eleme 6nmagénak.

(ZF1)—~(ZF8) elégséges ahhoz, hogy a matematika egy jelen-
t6s részét felépitsiik. Pl. a természetes szamok egy modelljét
a kovetkez6 halmazokbol 4ll6 univerzumon adhatjuk meg;:
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00
1{0)
2{0,{2}}
3{2,19,1{2}}}

ZEC

(AC) Tetszbleges nem iires x halmazhoz létezik olyan y
halmaz, amelyre igaz, hogy x minden elemével pontosan egy
k6z0s eleme van.

Kontinuum Hipotézis

(CH) Valos szdmokbol allo tetszbleges végtelen halmaz
vagy megszamlalhat6 szamossagu, vagy kontinuum szamos-
sagu.

E két utolsé axiomat illetben kérdések meriiltek fel. Le
lehet-e vezetni ezeket a (ZF1)—(ZF8)-b61? Es ha nem, konzisz-
tens moédon hozzavehettk-e az alap ZF rendszerhez, kiilon-
kiilon, és egyiitt? Ezekre a kérdésekre részben 1938-ban Go-
del egyik munkédjaban, majd késébb (1963) Cohen munkaiban
kaptunk vélaszt. Godel megmutatta, hogy ha a ZF konzisz-
tens, akkor (AC) és (CH) konzisztens médon hozzavehet6 az
axiomarendszerhez. Cohen azt mutatta meg, hogy sem (AC)
illetve (CH), sem a negéltjaik nem vezethetdk le a ZF-bd], te-
hat fiiggetlen axiomékroél van sz6. (Egymastol is fiiggetlenek.)

Megjegyzés

1
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Az interpretaciorol és a modell-elméletrdl sz6l6 fejezetek-
ben mélyen hallgattunk arrél, hogy honnan vannak halma-
zok és azokon értelmezett reldciok. Pontosabban, hogy hon-
nan vessziik, hogy azok az &llitasok, amelyeket az interpreta-
ci6t jelentd halmazelméleti struktirdkra vonatkozodan tettiink,
igazak. Ezek a fejezetek most valtak teljessé, azzal, hogy meg-
adtuk a halmazelmélet axiomait. Példaul, a 39. oldalon a tel-
jesités fogalménak definicidjaban, A = P (x1,x2) [u1, us] ak-
kor és csak akkor, ha {ZF} + {uj,u;} € R. Természetesen
a modell-elméleti szemantika még ezzel sem teljesen problé-
mamentes. Hiszen az interpretdlando6 els6rendii nyelv elemei
és a halmazelméleten beliil, mint masik elsérendti nyelven be-
lil definialt, az interpretaciot nyujtod struktiara elemei kozotti
megfeleltetés nincs valamely formalis, elsérendii nyelv kere-
tei kozott megadva, hanem a metanyelv, ha tetszik a kdznapi
magyar nyelv segitségével van elmesélve. Valamint a az tel-
jesiilés definicijaban valdjaban nem a ZF-ben levezethetd al-
litasokra hagyatkozunk, hanem a ZF-18] sz616 metamatemati-
kai allitasokra. Vildgosan latszik ez a ,, A = =P (x1,x2) [u1, o]
akkor és és csak akkor, ha {ZF} ¥ {u1,u;} € R” definiciéban.

2

Elsd pillantdsra bizarrnak ttinhet, a halmazelméletnek a
modelljeir8l beszélni, hiszen ez azt jelenti, hogy a halmazel-
méletnek a halmazelméletben adjuk meg az interpretaciojat.
Val6jéban itt nincs semmi probléma, és formalisan ugyanugy

101



jarunk el, mint més axidmarendszerek esetében.

3

Az axiomarendszerekkel kapcsolatban gyakran teszik fel
a kérdést: , Van-e valami, ami a széban forg6é axiomakat ki-
elégiti?” S6t, azt is meg szokas kérdezni, hogy ,Azok a
dolgok, amelyeknek az axiémadirdl van sz6, kielégitik-e eze-
ket az axiomakat? Es azt is, hogy ,Vajon csak azok a dol-
gok tesznek-e eleget a szoban forg6 axiomaknak, amelyeknek
szandékunk szerinti axiémairél van sz6?” Ezek értelmetlen
kérdések. Emlitettiik mar, hogy értelmetlen ,szdndékolt in-
terpretaciorol” és valaminek az ,,axiomatizalasarol” beszélni,
tovdbb4a nincs ,standard aritmetika”, amelyet , axiomatiza-
lunk” és nincs ,naiv halmazelmélet”, amelyet ,axiomatiza-
lunk”. A szigort értelemben vett matematika szamadra ezek
az elméletek akkor léteznek, ha megadjuk a megfelel$ axi-
omatikus felépitését, méghozza az itt megismert PC(=)-ben.
Es ezek az elméletek semmi egyebek, mint amelyeket ilyen
moédon axiomatikusan megadunk. Ontoldgiai értelemben ér-
telmetlen olyan ,dolgokrdl” beszélni, amelyek ,eleget tesz-
nek” ezeknek az axiomédknak, vagy amelyek , tulajdonsagait”
ezek az axiomak , tiikrozik”. Amik léteznek, azok egyszertien
azok a jelek és azok a szintaktikai szabdlyok (mechanizmu-
sok), amelyek az adott deduktiv rendszerben haszndlatosak.

Ez természetesen a lehetséges matematikai-filozofiai irany-
zatokon beliil egy radikdlisan formalista dllaspont, s az olvasé
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mas felfogasu konyvekben mas allasponttal taldlkozhat. (A fi-
lozotiai természetii kérdésekben, mint a legtobb nyitott tudo-
manyos kérdésben, az a szép, hogy egymadssal vitatkozo6 allés-
pontok lehetségesek. Ez persze nem jelenti azt, hogy a filoz6-
fiai kérdésekkel kapcsolatban tetsz6leges dllaspont hangoztat-
hat6. Egy-egy felfogds mogott, jol kimunkalt argumentumok
sora huzodik meg.) Az itt képviselt formalista 4llaspont ala-
tdmasztasdul egyetlen, alapvet6en episztemoldgiai argumen-
tumot emlitiink meg, melyet az olvas6 figyelmébe ajanlunk
minden mas, a formalizmustél eltér6 matematika-filoz6fiai
irdnyzat értékelésének kritériumaként. Nevezetesen, annak
megfontolasat, hogy ,Honnan tudjuk, hogy egy matematikai
allitas helyes?” Ha a deduktiv rendszerben megadott axio-
matikus elmélet ,,valaminek az axiomatikus elmélete”, hon-
nan tudjuk, hogy az a valami micsoda és hogy eleget tesz-e
az axidméaknak, hogy mik a tulajdonsagai, hogy valamely ra-
juk vonatkoz6 &llitas helytallo-e, stb. A vildgban létezd fizi-
kai dolgokrél minden ismeretiink a tapasztalatra épiil. Min-
den elméleti kovetkeztetésiink probaja a tapasztalat. A mate-
matikai objektumokra vonatkoz¢ allitdsok helyességének for-
rasa nem lehet a tapasztalat, az nyilvanval6. Senkinek sem
jut eszébe, hogy a laboratériumba siessen eldonteni, hogy a 6
paros szdm-e, vagy hogy egy megszamldlhatdan végtelen sza-
mossagui halmaz hatvanyhalmazanak szdmossaga nagyobb-e,
mint az eredeti halmaz szdmossaga! Nyilvanval6, hogy nem
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az egyes személyek intuicidjan alapul6 szubjektiv vélekedé-
sekrél van sz6, s6t, még csak nem is valamiféle egyetemes
emberi intuicion alapuld kozvélekedésrdl, hiszen ezeknek az
allitasoknak a helyességét nem pszichologusok, vagy szocio-
l6gusok, vagy kozvéleménykutatok dontik el, hanem mate-
matikusok. Méghozza tigy, hogy bebizonyitjdk, azaz, jol de-
finidlt szabalyok szerint egyértelm{ien megadott axiomakbol
levezetik.
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